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前 言 


本 书 是 在 我 们 多 年 讲授 医学 高 等 数学 课程 的 基础 上 整理 编写 
的 . 为 医学 专业 学 生 讲授 一 点 微 积 分 是 一 件 愉快 的 事情 ,然而 作为 一 
门 数 学 课 ,总 会 难免 有 些 习 惯 于 强调 知识 结构 的 完整 性 . 对 于 医学 专 
业 学 生 是 否 一 定 要 按照 数学 理论 体系 的 框架 讲解 呢 ? 时 间 不 允许 . 
保持 微 积 分 的 体系 完整 ,适当 降低 理论 难度 ,增加 一 些 医学 应 用 ,是 
编写 此 书 的 初衷. 另 一 方面 ,作为 一 门 基础 课 , 还 要 照顾 后 续 课 程 的 
需要 . 医学 统计 学 是 医学 研究 的 重要 工具 ,而 微 积 分 和 概率 论 是 学 习 
统计 学 所 必需 的 ,为 此 ,本 书 最 后 对 概率 论 部 分 阐述 得 较 多 一 些 , 硕 
望 为 医学 专业 学 生 继 续 学 习 统计 学 黄 定 一 些 数学 基础 . 书 中 的 最 后 
一 章 ,在 概率 的 基础 上 简单 介绍 了 临床 决策 分 析 的 一 些 模型 ,必然 是 
挂 一 漏 万 ,但 主要 目的 是 引起 读者 的 兴趣 . 

本 书 的 编著 ,得 到 天 津 大 学 出 版 社 和 有 关 专 家 的 支持 和 帮助 ,并 
参考 了 大 量 的 教材 和 文献 ,在 此 表示 由 庄 的 故意 和 感谢 . 同时 还 要 感 
谢 湖 北 医药 学 院 对 本 书 出 版 工作 的 支持 ,感谢 湖北 省 人 文 社 科 重点 
研究 基地 的 资助 . 由 于 编者 水 平 有 限 , 书 中 疏漏 和 不 妥 之 处 在 所 难 
免 , 慰 请 各 位 专家 、 读 者 批评 指正 . 
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所 谓 生 命 现 象 数量 化 的 方法 ,就 是 以 数量 关系 描述 生命 现象 . 生物 内 在 的 或 外 在 的 ,个 
体 的 或 群体 的 ,器 官 的 或 细胞 的 ,直到 分 子 水 平 的 各 种 表现 性 状 , 依 据 性 状 本 身 的 生物 学 意 
义 ,可 以 用 适当 的 数值 予以 描述 . 人 们 深信 数学 也 将 像 显 微 镜 一 样 帮助 人 们 去 揭示 生命 的 奥 
秘 , 医 学 数学 的 研究 是 通过 数学 模型 来 实现 的 . 


一 \ 早 期 的 医学 数学 模型 


数学 应 用 于 生命 科学 研究 的 历史 可 追溯 到 17 世纪 . 1615 年 英国 医生 哈 维 ( Harvey W. ) 
在 研究 心脏 时 应 用 流体 力学 知识 和 逻辑 推理 方法 推断 出 血 流 循环 系统 的 存在 ,18 世纪 欧 拉 
(Euler) 利用 积分 方法 计算 了 血 流量 问题 ,这 些 都 是 历史 上 应 用 数学 研究 生命 科学 的 突出 事 
例 . 大 范围 地 将 数学 应 用 于 生命 科学 与 医学 研究 则 出 现在 20 世纪 中 叶 . 1935 年 , Mottram 对 
小 白鼠 皮肤 癌 的 生长 规律 进行 了 研究 ,认为 肿瘤 细胞 总 数 NN 随时 间 的 变化 速度 与 V 成 正 
比 ,并 获得 了 瘤 体 在 较 短 时 间 内 符合 指数 生长 规律 的 研究 成 果 . 1944 年 奥地利 著名 物理 学 
家 薛 定 谓 (Schridinger E. ) 出 版 了 《生命 是 什么 》( What is Li) 一 书 ,应 用 量子 力学 和 统计 力 
学 知识 描述 了 生命 物质 的 重要 特征 . 在 苹 定 滑 的 影响 下 , 沃 森 ( Watson J.D. ) 和 克 里 克 
(Crick F. H. C. ) 利用 当时 对 蛋白 质 和 核酸 所 做 的 射线 结晶 学 研究 以 及 其 他 与 DNA 结构 有 
关 的 研究 ,于 1953 年 建立 了 DNA 超 螺旋 结构 分 子 模型 ,验证 了 薛 定 刘 的 设想 . 在 书 中 , 薛 定 
谓 还 利用 非 平衡 热力 学 从 宏观 的 角度 解释 生命 现象 ,认为 生命 的 基本 特征 是 从 环境 中 取得 
“ 负 炳 ”, 以 使 生物 系统 内 的 炉 始 终 处 于 低 水 平 .20 多 年 后 , 普 律 高 津 (Prigogine I ) 等 人 提出 
耗 散 结构 理论 ,将 对 生命 系统 的 研究 推广 到 莅 定 袜 预言 的 领域 ,为 此 普 律 高 津 于 1977 年 荣 
获 了 诺 贝尔 奖 . 英国 生理 学 家 、 生 物 物理 学 家 Hodgkin 和 Huxley 建立 了 神经 细胞 膜 产生 动 
作 电位 时 膜 电位 变化 的 模型 ,揭示 了 神经 电 生理 的 内 在 机 制 , 因 而 于 1963 年 共享 诺 贝尔 奖 . 
美国 科学 家 Cormack A. M. 基于 二 维 Radon 变换 创建 CT 成 像 理论 ,获得 了 1979 年 的 诺 贝 
尔 奖 . 丹麦 科学 家 Jerne N. K. 应 用 数学 原理 研究 免疫 网 络 理论 ,获得 1984 年 的 诺 贝尔 奖 .， 

生命 系统 是 一 个 动态 系统 ,作为 世界 上 最 复杂 的 系统 之 一 , 它 具 有 调节 机 制 复杂 、 多 输 
入 .多 输出 等 特点 ,而 且 由 于 很 多 变量 或 参数 很 难 在 人 体内 测量 及 控制 ,仅仅 通过 实验 研究 
来 揭示 其 间 的 复杂 关系 ,会 非常 困难 且 不 易 得 到 一 致 的 结论 . 建立 生命 系统 的 数学 模型 ,有 
利于 获得 生命 系统 的 动态 与 定量 变化 ,帮助 阐明 生命 医学 中 有 关 作用 机 制 等 基础 性 问题 , 同 
时 通过 模型 及 仿真 实验 不 仅 可 以 得 到 正常 状态 ,还 可 以 获得 异常 或 极端 异常 状态 下 的 生理 
变化 预测 ,以 及 代替 一 些 技术 复杂 、 代 价 高 昂 或 难以 控制 和 重 现 的 实验 ,为 临床 或 特定 条 件 
下 的 方案 设计 提供 预测 及 指导 . 此 外 ,从 伦理 学 的 角度 ,人 们 也 希望 医学 研究 中 能 够 减少 实 
验 动物 的 数量 ,减轻 临床 试验 中 人 体 试验 对 象 不 必要 的 痛苦 ,因此 生理 系统 的 仿真 与 建 模 在 
生物 医学 领域 中 的 研究 中 日 益 受 到 重视 . 





二 、 医 学 数学 的 若干 路 径 


数学 不 仅 推动 了 人 们 探索 生命 世界 的 步伐 ,事实 上 两 者 结合 已 经 产生 了 多 个 十 分 活跃 
的 学 科 . 1901 年 Pearson 创建 生物 统计 学 后 ,概率 论 与 数理 统计 方法 在 医学 上 得 到 了 非常 广 
泛 的 应 用 ,如 目前 常用 的 显著 性 检验 、 回 归 分 析 、 方 差分 析 、 最 大 似 然 模 型 决策 树 概率 分 布 、 
微生物 检测 等 ,都 属于 基于 统计 学 原理 的 数学 模型 及 分 析 . 1931 年 , Volterra 在 研究 食物 链 
的 基础 上 ,应 用 微分 方程 组 研究 生物 动态 平衡 ,完成 了 《生态 竞争 的 数学 原理 》, 开创 了 生物 
数学 (biomathematics) 这 一 新 的 分 支 . 近年 来 ,可 视 人 及 虚拟 人 的 研究 \、 计 算 医学 (computa- 
tional medicine/biology)、 生物 信 息 学 (bioinformatics)、 生理 组 学 (Physiome ) 等 新 的 学 科 及 领 
域 的 出 现 ,使 数学 这 一 工具 在 生物 医学 研究 中 的 作用 日 益 突 出 . 

20 世纪 60 年 代 末 ,法 国 数学 家 托 姆 从 拓扑 学 中 提出 一 种 几何 模型 ,能 够 描绘 多 维 不 连 
续 现 象 ,他 的 理论 称 为 突变 理论 . 生物 学 中 许多 处 于 飞 路 的 、 临 界 状态 的 不 连续 现象 ,都 能 找 
到 相应 的 跃 变 类 型 给 予定 性 的 解释 . 牙 变 论 弥 补 了 连续 数学 方法 的 不 足 之 处 ,现在 已 成 功 地 
应 用 于 生理 学 、 生 态 学 ,心理 学 和 组 织 豚 胎 学 . 对 神经 心理 学 的 研究 甚至 已 经 指导 医生 应 用 
于 某 些 疾病 的 临床 治疗 . 

继 托 姆 之 后 , 跃 变 论 不 断 地 发 展 . 例如 塞 曼 又 提出 初级 波 和 二 级 波 的 新 理论 . 路 变 理论 
的 新 发 展 对 生物 群落 的 分 布 、 传 染 疾 病 的 蔓延 .胚胎 的 发 育 等 生物 学 问题 赋予 新 的 解释 . 

传统 的 集合 概念 认为 一 个 元 素 属于 某 集 合 , 非 此 即 彼 、 界 限 分 明 . 可 是 生物 界 存在 着 大 
量 界限 不 明确 的 模糊 现象 ,而 集合 概念 的 明确 性 不 能 贴切 地 描述 这 些 模 糊 现 象 , 给 生命 现象 
的 数量 化 带 来 困难 . 1965 年 扎 德 提出 模糊 集合 概念 ,模糊 集合 适合 于 描述 生物 学 中 许多 模 
糊 现象 ,为 生命 现象 的 数量 化 提供 了 新 的 数学 工具 . 

1987 年 ,美国 开始 了 人 类 基因 组 研究 计划 ,有 两 个 任务 :第 一 个 是 “ 读 出 ”, 即 研究 出 人 
类 基因 组 的 全 部 核 苷 酸 的 顺序 ;第 二 个 是 “ 读 懂 ”, 即 找 出 全 部 基因 在 染色 体 上 的 位 置 , 了解 
它们 的 功能 . 用 数学 的 语言 来 说 ,人 类 基因 组 计划 的 最 基本 、 最 直接 的 结果 是 得 到 一 个 由 4 
个 字母 (A,G,C,T) 可 重复 排列 而 组 成 的 长 度 为 3 x 10? 的 一 维 链 . 解读 后 ,人 们 不 仅 可 以 获 
得 静态 的 结构 信息 ,而且 还 能 得 到 动态 的 四 维 ( 时 空 ) 调控 信息 . 整个 基因 组 测序 完成 后 的 
数据 可 以 构成 一 本 100 万 页 的 书 , 其 上 只 有 4 个 字母 的 反复 出 现 . 如 何 处 理 、 存 储 和 分 析 这 
些 海量 数据 ? 由 此 产生 一 门 新 的 交叉 学 科 一 一 生物 信息 学 . 


三 、 药 代 动 力学 模型 实例 


药 代 动力 学 (pharmacokinetics) 是 定量 研究 药物 在 生物 体内 吸收 、 分 布 . 排 泄 和 代谢 等 过 
程 的 动态 变化 规律 的 一 门 学 科 . 于 1937 年 由 Teorell 开创 , 主要 内 容 是 应 用 动力 学 原理 、 体 
外 实验 数据 以 及 人 体 生理 学 知识 ,结合 数学 模型 ,定量 研究 药物 在 体内 的 运转 规律 ,为 药物 
的 筛选 提供 指导 . 

新 药 研 发 过 程 费用 昂贵 时 间 元 长 淘汰 率 高 ,大 约 有 90% 的 候选 药物 在 临床 期 间 被 淘 
状 ,主要 原因 有 口服 吸收 性 差 \ 生 物 利 用 度 低 、 半 衰 期 过 短 等 等 . 为 提高 新 药 研究 的 效率 和 安 
全 性 、 降 低 药物 研发 成 本 , 药 代 动力 学 模型 已 为 全 球 各 大 制药 公司 应 用 . 传统 的 新 药 研 发 流 
程 中 , 药 代 动力 学 的 应 用 主要 在 药物 研发 的 中 后 期 ,近年 来 ,人 们 开始 在 药物 研发 的 早期 对 
其 药 代 动力 学 特性 进行 模拟 研究 ,以 尽早 淘汰 药 代 动力 学 参数 不 理想 的 候选 药物 ,提高 研发 

2 


绪论 ”数学 与 医学 





效率 、 降 低 成 本 . 比如 药物 虚拟 筛选 ( virtual screening ) 就 是 指 在 化 合 物 合成 前 , 先 通过 计算 
机 模拟 预测 其 药 动 学 相关 特性 ,进行 初步 筛选 . 此 外 , 药 代 动力 学 模型 在 研究 药物 处 置 及 作 
用 机 制 、 治 疗 药物 监测 及 个 体 化 用 药 、 新 药 开 发 等 方面 也 发 挥 着 重要 作用 . 

药 代 动力 学 中 静脉 恒 速 注射 的 一 个 模型 : 


把 剂量 为 Du 的 丹参 注射 液 在 7 时 间 内 以 恒 速 (速度 各 = 多) 滴 人 人 体 , 人 体内 药物 量 


用 * 表示 ,表现 分 布 容积 记 为 了, 显然 当 上 =0 时 x =0, 求 体内 血 药 浓度 C 随时 间 的 变化 
规律 . 
分 析 注射 过 程 中 除了 有 药物 输入 速度 外 ,同时 还 有 一 个 代谢 速度 记 为 kx, 这 样 体内 
药物 量 * 变化 的 数学 模型 为 
dx 
dt 
其 中 名 为 代谢 速度 常数 . 由 方程 和 初始 条 件 可 求 得 体内 药 量 随时 间 的 变化 规律 , 详 
细 过 程 将 在 第 4 章 中 给 出 . 
表现 分 布 容积 即 理 论 上 药物 均匀 分 布 所 占有 的 体液 容积 ,x(t) 除 以 V. 就 得 到 体内 血 药 
浓度 C(t) , 即 


二 — kx + ko. 


k 
C(t) = p16 
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当代 数学 的 一 个 最 主要 的 起 源 地 是 希腊 . 在 希腊 文明 的 古典 时 期 ( 即 公元 前 6 世纪 至 
公元 前 3 世纪 ) ,数学 与 哲学 的 关系 密 不 可 分 ,希腊 人 对 许多 数学 问题 的 处 理 带 有 浓厚 的 思 
辨 色彩 . 函数 概念 的 出 现 并 不 是 思辨 的 需要 ,而 是 更 实际 的 经 济 利益 的 驱动 . 例如 三 角 学 , 自 
古 希腊 就 有 系统 的 研究 ,这 是 为 了 研究 天 体 的 运行 ,也 是 为 了 航海 的 需要 ,所 以 当时 不 只 是 
有 平面 三 角 学 还 有 球面 三 角 学 . 随 着 资本 主义 时 代 的 来 临 ,人 类 活动 的 广度 与 深度 大 为 增 
加 ,例如 对 数 的 出 现 就 是 为 了 简化 航海 中 的 计算 . 

粗略 地 讲 , 初 等 数学 是 常量 的 数学 ,高 等 数学 是 变量 的 数学 . 而 描述 变量 间 相 互 关系 的 
是 函数 ,我 们 将 要 学 习 的 微 积分 ,其 主要 的 研究 对 象 就 是 函数 . 函数 产生 于 人 类 的 活动 ,有 一 
个 不 断 改进 和 抽象 的 过 程 . 

在 微 积分 发 展 的 早期 , 微 积分 的 创始 人 (和 牛顿. 莱 布 尼 茨 ) 都 只 是 讨论 具体 的 函数 ,如 震 
函数 .指数 与 对 数 函 数 、 三 角 函 数 和 一 些 很 特殊 的 与 物理 问题 相关 的 曲线 ,如 旋 轮 线 、 悬 链 线 
等 等 . 他 们 研究 的 对 象 基本 上 就 是 这 些 . 大 约 到 18 世纪 , 才 开始 有 了 一 般 的 函数 概念 . 例如 
欧 拉 就 给 出 了 两 种 “说 法 ”, 其 一 见于 他 的 《无 穷 小 分 析 引 论 》(1748) ,他 指出 函数 即 变量 和 
常数 组 合 而 成 的 表达 式 , 其 中 他 概括 了 某 些 代数 函数 和 某 些 超越 函数 ,并 且 看 出 了 它们 的 区 
别 . 欧 拉 的 第 二 种 说 法 是 :y =f(x) 即 在 xy 平面 上 “随手 画 出 的 曲线 ”. 欧 拉 的 第 二 种 说 法 的 
来 源 显然 受到 当时 关于 弦 振 动 问题 研究 的 影响 ,因为 一 根 弦 的 形状 是 可 以 随手 画 出 来 的 .在 
随后 函数 概念 进一步 的 发 展 中 , 傅 里 叶 的 研究 起 了 极 大 的 作用 ,下 面 我 们 将 从 集合 论 的 角度 
给 出 函数 的 定义 . 


1.1 函 数 


一 、 常 量 与 变量 


在 日 常生 活 或 生产 实践 中 ,经 常会 遇 到 各 种 不 同 的 量 . 例如 :时 间 、 速 度 、 质 量 、 温 度 、 成 
本 和 利润 等 . 这 些 量 一 般 可 分 为 两 类 . 一 类 在 所 研究 的 过 程 中 保持 不 变 , 这 样 的 量 称 为 常量 ， 
而 另 一 类 在 所 研究 的 过 程 中 是 变化 的 ,这 样 的 量 称 为 变量 . 

在 同一 过 程 中 ,往往 会 有 几 个 变量 同时 变化 ,但 是 它们 的 变化 不 是 孤立 的 ,而 是 按照 一 
定 的 规律 相互 联系 着 ,也 就 是 说 它们 之 间 存 在 着 相互 依赖 关系 . 

例 1-1 自由 落体 的 运动 规律 为 

= 二 6P， 

式 中 表示 下 降 的 距离 ,t 表示 下 落 的 时 间 ,g 表示 重力 加 速度 ( 视 为 常量 ). 


这 个 公式 给 出 了 在 物体 自由 下 落 的 过 程 中 ,距离 h 与 时 间 i 之 间 的 依赖 关系 . 而 这 种 变 
量 之 间 的 相互 依赖 关系 ,用 数学 的 语言 描述 出 来 就 得 到 了 函数 的 定义 . 
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二 \ 函 数 的 概念 


定义 1-1 设 x,y 是 两 个 变量 ,D 为 非 空 数 集 . 如 果 按 照 某 种 对 应 法 则 (或 关系 )f, 对 于 
任意 的 xeD, 都 有 一 个 确定 的 实数 y 与 之 对 应 , 则 称 y 是 定义 在 D 上 的 x 的 函数 , 记 作 y = 
f(x%). 其 中 ,x 称 为 自 变量 ,其 变化 范围 D 称 为 函数 的 定义 域 ,通常 记 作 D(7).y 称 为 因 变 量 ， 
当 自 变量 x 取 遍 D 上 每 一 个 值 时 ,相应 的 函数 值 (x) 的 全 体 构成 的 集合 称 为 函数 的 值 域 ， 
通常 记 作 R(/). 

如 果 xo 是 一 个 确定 的 数 , 则 了 (xo) 表 示 自 变量 x =xo 时 的 函数 值 , 记 作 y(xo ) 或 者 
as 


例 1 -2 判断 y =x 与 了 = 所 是 否 为 同一 函数 


2 
解 y =x 的 定义 域 是 ( -% ,+%), 而 y= 的 定义 域 是 ( - m ,0) U(0, + m ). 因 此， 


虽然 这 两 个 函数 在 ( - % ,0) U(0, + % ) 内 相同 的 * 值 所 对 应 的 函数 值 相同 ,但 由 于 它们 的 
定义 域 不 同 ,因而 它们 不 是 同一 函数 . 
例 1-3 求 下 列 函数 的 定义 域 : 


1 
(1)y= vln (x -1); de i 


解 (1) 要 使 函数 y 有 意义 , 当 且 仅 当 In (x -1) =>0, 要 使 np (x -1) =0, 当 且 仅 当 x - 
1 宇 1, 所 以 函数 的 定义 域 是 [2, + % ) ,也 可 以 用 集合 的 一 般 形 式 表 示 为 D = |x|x=2}. 
(2) 要 使 函数 y 有 意义 ,必须 同时 满足 分 母 不 为 零 且 偶 次 根 式 的 被 开 方式 非 负 ,反正 弦 
函数 符号 内 的 式 子 绝对 值 小 于 或 等 于 1. 即 
| =% >0, 





+ arcsin ty 


2 
Ete, 


[3 

0<x<4. 

故 不 等 式 组 的 解 为 0<x <V3. 因此 ,该 函数 的 定义 域 为 [0,vV3). 也 可 以 表示 为 
D= {xl0<x <V3}. 

例 1-4 已 知 函 数 y=f(x) 的 定义 域 是 [2,5] , 求 f(2x +1) 的 定义 域 . 


解 、 要 使 函数 /(2x+1) 有 意义 , 当 且 仅 当 2<2x +1<5, 即 廊 <x<2, 所 以 J(2x +1) 的 


定义 域 为 [ 广 ,21. 
由 函数 的 定义 可 知 ,对 应 法 则 和 定义 域 是 函数 的 两 个 要 素 ,在 描述 任何 一 个 函数 时 , 必 
须 同时 说 明 这 两 个 要 素 . 只 有 两 个 函数 的 对 应 法 则 和 定义 域 都 相同 时 ,才能 说 这 两 个 函数 是 
相同 的 函数 . 
函数 的 定义 域 , 是 使 得 函数 有 意义 的 自 变量 的 取 值 范围 , 求 函 数 的 定义 域 时 应 注意 以 下 
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常用 规划 : 
1) 代 数 式 中 分 母 不 能 为 零 ; 
2) 偶 次 根 式 内 被 开 方 数 非 负 ; 
3) 对 数 中 真 数 表达 式 大 于 零 ; 


4) 反 三 角 函 数 还 要 看 值 域 ,例如 y = arcsin x*, 要 满足 |x|<1, |y | < 


5) 多 个 函数 代数 和 的 定义 域 , 应 是 各 函数 定义 域 的 公共 部 分 ; 

6) 对 于 表示 实际 问题 的 解析 式 , 还 应 该 保证 符合 实际 意义 . 

函数 有 以 下 几 种 表示 方法 . 

(1) 解 析 法 (公式 法 ) 

解析 法 就 是 把 两 个 变量 之 间 的 关系 直接 用 数学 式 子 表示 出 来 ,必要 的 时 候 还 可 以 注 明 
函数 的 定义 域 、 值 域 ,这 种 表示 函数 的 方法 称 之 为 解析 法 . 是 高 等 数学 中 最 常见 的 函数 表示 


本 1 
法 , 它 门 进行 理 ; 究 . 如 ， = Vn (x-1); = 
法 , 它 便于 我 们 进行 理论 研究 .如 ,GDy = Vin (x-1);@y 了 





+ arcsin (二 -1) 等 . 


(2) 表 格 法 

表格 法 就 是 把 自 变 量 和 因 变 量 的 对 应 值 用 表格 形式 列 出 . 这 种 表示 法 有 较 强 的 实用 价 
值 ,比如 三 角 函 数 表 、 常 用 对 数 表 等 等 . 

(3) 图 示 法 

图 示 法 就 是 用 某 坐标 系 下 的 一 条 曲线 反映 自 变 量 与 因 变 量 的 对 应 关系 的 方法 . 例如 , 气 
象 台 自 动 温度 计 记 录 了 某 地 区 的 一 昼夜 气温 的 变化 情况 ,这 条 曲线 在 直角 坐标 系 下 反映 出 
来 的 就 是 一 个 函数 关系 . 这 种 方法 ,几何 直观 性 强 ,函数 的 基本 性 态 一 目 了 然 ,但 它 不 利于 理 
论 研究 . 


三 、 函 数 的 性 质 


1. 有 界 性 
定义 1-2 设 函 数 /(%) 在 集合 D 上 有 定义 ,如 果 存 在 常数 M >0, 使 得 对 于 任意 的 xe 
D, 都 有 |f(x) |<M, 则 称 函数 1x) 在 D 上 有 界 ,或 者 称 攻 x) 是 D 上 的 有 界 函数 . 


例如 ,y=sin x 在 ( - wm ,+ % ) 上 是 有 界 函 数 ,y = 二 在 (1, + m ) 上 是 有 界 函数 ,但 是 函 


数 y = 二 在 (0, + wm ) 上 是 无 界 函 数 . 因此 ,有 界 性 是 针对 于 某 一 区 间 而 言 的 


2. 单调 性 

定义 1-3 设 /(x) 是 定义 在 集合 D 上 的 函数 ,如 果 对 于 任意 的 x1 ,x e D, 当 %1 < 加 
时 , 恒 有 f(xi) <f(zxs), 则 称 函 数 y=f(x) 在 D 上 为 单调 增加 函数 ; 当 xi <x 时 , 恒 有 f(xi) 
>f(xs) , 则 称 函数 y=f(x) 在 D 上 为 单调 减少 函数 . 

单调 增加 函数 和 单调 减少 函数 统称 为 单调 函数 . 如 果 f(x) 是 区 间 (a,b) 上 的 单调 函数 ， 
则 把 区 间 (a,6) 称 为 函数 A(%) 的 单调 区 间 . 例如 ,函数 y =x? 的 单调 增加 区 间 是 [0, + % )， 
其 单调 减少 区 间 是 ( - % ,0). 

单调 函数 的 图 像 特征 :单调 增加 函数 其 图 像 表现 为 自 左 至 右 是 单调 上 升 的 曲线 ; 单调 
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减少 函数 其 图 像 表现 为 自 左 至 右 是 单调 下 降 的 曲线 . 

3. 奇偶 性 

定义 1-4 设 f(x) 是 定义 在 集合 D( 是 关于 原点 对 称 的 非 空 集合 ) 上 的 函数 . 如 果 对 
于 任意 的 xeD 都 有 f -x) =f(x), 则 称 f(x) 是 偶 函 数 ;如 果 对 于 任意 的 xeD 都 有 
f( -x) = -f(x) , 则 称 作 x) 是 奇 函 数 . 

通常 见 到 的 偶 函 数 和 奇 函 数 它们 的 定义 域 是 关于 原点 对 称 的 区 间 . 

例如 ,y = sin x 是 定义 在 ( - ,+ o ) 上 的 奇 函 数 ,y = cos x 是 定义 在 ( -% ,+o ) 上 的 
偶 函 数 . 

既 不 是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数 的 函数 , 称 为 非 奇 非 偶 函 数 . 

偶 函 数 的 图 形 关 于 y 轴 对 称 , 奇 函数 的 图 形 关于 原点 对 称 ( 如 图 1 -1 所 示 ). 

. 过 





1-1 

例 1-S 判断 下 列 函数 的 奇偶 性 : 

(DAx) = (D(x) =xsin xi 

(3)f(x) =In (x + Vx +1); (4)f(x) =4x + cos x. 

解 (1) 因 为 

fx) = fx), 

所 以 x) 是 偶 函 数 . 

(2) 因 为 

f(-x)=(—x)sin( — x) =xsin x =f(x), 

所 以 f(x) 是 偶 函 数 . 

(3) 因 为 


AP-x)=mn(-x+wV(-x) +1l) 
In (CV +1 -x) (Ve +1+5) 
Vx +1 +% 
a Co dd 
= -mn (x+ Vx +1) = -f(x), 


所 以 Kx) =In (x + Vx? +1) 是 奇 函 数 . 
(4) 因 为 





f( -x)=4( -x) +cos (—%x) = 一 4x+cos%， 
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从 而 
厌 =% 天 2) 有 fA) -fs), 

所 以 函数 妃 x) =4x + cos x 既 不 是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数 . 

4. 周期 性 

定义 1-5 设 函 数 f(x) 的 定义 域 是 D, 如 果 存 在 一 个 常数 7 关 0, 使 得 对 于 任意 的 xe 
D, 都 有 f(x+7T) =f(x) , 则 称 拟 zx) 是 以 了 为 周期 的 周期 函数 . 当 fx) 以 T 为 周期 时 ,对 于 任 
意 的 整数 m,m7 都 是 作 x) 的 一 个 周期 . 而 我 们 所 说 的 周期 一 般 是 指 最 小 正 周期 . 

例如 ,sin x、cos x 的 最 小 正 周期 都 是 2m ,tan x、cot x 的 最 小 正 周期 都 是 7. 

关于 函数 的 以 上 四 个 性 质 ,需要 说 明 的 是 :函数 的 有 界 性 和 单调 性 是 函数 在 某 个 区 间 上 
的 性 质 , 而 函数 的 奇偶 性 和 周期 性 则 是 函数 在 整个 定义 域 上 的 性 质 . 


1. 基本 初等 函数 

在 函数 关系 中 ,有 几 种 函数 是 最 常见 的 最 基本 的 ,它们 是 常数 函数 、 窜 函数 、 指 数 函 数 、 
对 数 函 数 、 三 角 函 数 以 及 反 三 角 函 数 . 这 几 类 函数 称 为 基本 初等 函数 . 

(1) 常 数 函 数 y =c. 

常数 函数 的 定义 域 是 ( - wm , + % ) ,由 于 无 论 x 取 何 值 ,都 有 y=c. 所 以 , 它 的 图 像 是 过 
点 (0,c) 平 行 于 x 轴 的 一 条 直线 , 它 是 偶 函 数 . 

(2) 震 函数 y =x"(a 为 常数 ). 

朝 函 数 的 情况 比较 复杂 ,我们 分 ac >0 和 a<0 来 讨论 . 当 a 取 不 同 值 时 , 寡 函 数 的 定义 
域 不 同 ,为 了 便于 比较 ,我 们 只 讨论 *=0 的 情形 ,而 x<0 时 的 图 像 可 以 根据 函数 的 奇偶 性 
确定 . 

当 &a >0 时 ,函数 的 图 像 过 原点 (0,0) 和 点 (1,1) ,在 (0, + o ) 内 单调 增加 且 无 界 ,如 图 
1 =2 所 东 : 

当 a <0 时 ,图 像 不 过 原点 ,但 仍 过 点 (1,1) ,在 (0, + % ) 内 单调 减少 且 无 界 ,曲线 以 x 
轴 和 yy 轴 为 渐 近 线 , 如 图 1 -3 所 示 . 








(3) 指 数 函 数 y=a*(a>0,az1). 

它 的 定义 域 是 ( - % , + % ). 由 于 无 论 * 取 何 值 ,总 有 o >0, 且 a? =1, 所 以 它 的 图 像 全 
部 在 x 轴 上 方 , 且 通 过 点 (0,1). 也 就 是 说 , 它 的 值 域 是 (0, + % ). 

当 a>1l 时 ,函数 单调 增加 且 无 界 ,曲线 以 x* 轴 的 负 半 轴 为 渐 近 线 ; 

当 0 <a<1 时 ,函数 单调 减少 上 且 无 界 ,曲线 以 * 轴 的 正 半 轴 为 渐 近 线 . 如 图 1 -4 所 示 . 
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(4) 对 数 函 数 y=log。 x(a>0,az1). 

它 的 定义 域 是 (0, + % ) ,图 像 全 部 在 y 轴 右 方 , 值 域 是 ( - % ,+  ) .无论 取 何 值 , 曲 
线 都 通过 点 (1,0). 

当 a >1 时 ,函数 单调 增加 且 无 界 , 曲 线 以 y 轴 负 半 轴 为 渐 近 线 ; 

当 0<a<1 时 ,函数 单调 减少 是 无 界 , 曲 线 以 y 轴 的 正 半 轴 为 渐 近 线 . 如 图 1 -5 所 示 . 





1-4 图 1=5 


对 数 函 数 y =log。 x 和 指数 函数 y=a” 互 为 反 函 数 ,它们 的 图 像 关于 y=x 对称. 

以 无 理 数 e =2.718 281 8… 为 底 的 对 数 函 数 y =log。x 叫做 自然 对 数 函 数 , 简 记 作 :y = 
ln x, 是 微 积分 中 常用 的 函数 . 

(5) 三 角 函 数 . 

三 角 函 数 包 括 下 面 6 个 函数 :正弦 函数 y = sin xy; 余弦 函数 y = cos ;正切 函数 y =tan x; 
余 切 函数 y = cot x; 正 割 函数 y = sec x; 余 割 函数 y = csc x. 

函数 y = sin x 的 定义 域 为 ( - % , + % ) , 值 域 为 [ -1,1], 奇 函数 ,以 2 为 周期 ,有 界 ， 
如 图 1 -6 所 示 . 

函数 y = cos x 的 定义 域 为 ( - % , + o ) , 值 域 为 [ -1,1] , 偶 函 数 ,以 2 为 周期 ,有 界 ， 
如 图 1 -7 所 示 . 





图 1-6 图 1-7 
函数 y = tan x 的 定义 域 为 x 关 tm + 了 7 (E=0,+1, +2,…) , 值 域 为 ( - % ,+%), 奇 函 


数 ,以 为 周期 ,在 每 一 个 周期 内 单调 增加 ,以 直线 *=hr + 了 (k=0, +1, +2,…) 为 渐 近 
线 ,如 图 1 -8 所 示 . 

函数 y =cot x 的 定义 域 为 x 了 km(k =0, +1, +2,…) , 值 域 为 ( - % ,+o ) , 奇 函 数 ,以 下 为 
周期 ,在 每 一 个 周期 内 单调 减少 ,以 直线 =km(k =0, +1, +2,…) 为 渐 近 线 ,如 图 1 -9 所 示 . 


关于 函数 y =sec x 和 y=csc x 我 们 不 作 详 细 讨 论 ,只 需 知 道 它 们 分 别 为 sec x = 一 -一 和 


COS % 
1 


csc x = 一 一 即 可 . 


Sin % 
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图 1-8 图 1-9 
(6) 反 三 角 函 数 . 
常用 的 反 三 角 函 数 有 4 个 :反正 弦 函 数 y = arcsin x; 反 余弦 函数 y = arccos x; 反 正切 函 
数 y = arctan x; 反 余 切 函数 y=arccot x. 它们 是 相应 三 角 函 数 的 反 函 数 . 


函数 y = arcsin x 的 定义 域 为 [ -1,1] , 值 域 为 [ | ,是 单调 增加 的 奇 函 数 , 有 界 ， 


如 图 1 - 10 所 示 . 
函数 y = arccos x 的 定义 域 为 [ -1,1], 值 域 为 [0,=m] ,是 单调 减少 的 函数 ,有 界 , 如 图 
1 -11 所 示 . 





图 1-10 图 1-11 
函数 y=arctan x 的 定义 域 为 ( - % , + % ) , 值 域 为 ( - 2 ,2 ) , 它 是 单调 增加 的 奇 函 数 ， 


在 定义 域 上 有 界 , 如 图 1 -12 所 示 . 
函数 y = arccot x 的 定义 域 为 ( - % , + om ) , 值 域 为 (0,") , 它 是 单调 减少 的 函数 ,在 定 
义 域 上 有 界 , 如 图 1 -13 所 示 . 
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这 些 函数 的 图 像 ,性 质 是 我 们 比较 熟悉 的 ,它们 代表 了 一 类 重要 的 函数 类 型 ,在 后 续 的 
讨论 中 还 会 经 常用 到 . 


五 、 复 合 函 数 


定义 1-6 设 函 数 y=f(u) ,而 w=g(x), 且 函数 w=g(x) 的 值 域 与 函数 y=f(w) 的 定 
义 域 的 交集 非 空 ,那么 y 通 过 成 为 x 的 函数 , 记 作 y=f[ g(x)], 称 其 为 由 y =f(w) 和 w= 
gp(%) 构 成 的 复合 函数 ,其 中 称 为 中 间 变 量 . 

构成 复合 函数 的 前 提 条 件 是 :内 层 函 数 的 值 域 与 外 层 函 数 的 定义 域 的 交集 一 定 是 非 
空 的 . 
如 :函数 y=arcsin uw 和 w=2” +1 不 能 构成 复合 函数 . 
因为 y = arcsin w 的 定义 域 为 [ -1,1] ,wu=2” +1 的 值 域 为 (1, + o ) ,显然 [ -1,1] nn 
(1, +o ) = 名 ,所 以 不 能 构成 复合 函数 . 

注意 : 

1) 不 是 任何 两 个 函数 都 可 以 构成 复合 函数 ; 

2) 复 合 函 数 不 仅 可 以 有 一 个 中 间 变 量 ,也 可 以 有 多 个 中 间 变 量 ; 

3) 复 合 函 数 可 以 由 基本 初等 函数 构成 ,而 更 多 的 是 由 简单 函数 (由 基本 初等 函数 通过 
有 限 次 的 四 则 运算 得 到 ) 构 成 . 

例 1-6 设 y=lg wu,wu=arccos v,v=x+1, 写 出 y 关 于 % 的 复合 函数 . 

解 ” 通 过 对 4,v 依次 进行 变量 代 换 知 ,y 关于 x 的 复合 函数 是 y=lg arccos (x+1) ,其 


定义 域 为 [ -2,0). 
例 1-7 将 下 列 复合 函数 分 解 成 基本 初等 函数 或 简单 函数 : 
(1)y=sin’ (x? +1); (2)y=ln (tan ez 所 +2sinx ) . 


解 (1)y =sin2(x2 +1) 是 由 y= 刀 vv=sny 和 v= 和 所 +1l 复 合 而 成 ,所 以 分 解 得 
y= ,u = sin v,v=x: +1. 

(2)y=ln (tan e”+2sinx) 蚌 由 y=]n wu,u=tanv,v=e” 和 w=x?+2sin x 复合 而 成 ,所 以 

分 解 得 
y=lnu,u=tanv,v=e”,w =x? +2sin x. 

通常 情况 下 ,构成 复合 函数 是 由 内 到 外 ,函数 套 函 数 ;分 解 复 合 函 数 ,是 采取 由 外 到 内 利 
用 中 间 变 量 层 层 分 解 . 

六 、 分 段 函数 


分 段 函 数 的 特点 是 ,函数 的 定义 域 分 成 几 部 分 ,每 一 部 分 ,函数 有 不 同 的 表达 式 ， 
例 1-8 符号 函数 


为 分 段 函数 . 
例 1-9 汽车 在 笔直 的 公路 上 行驶 10 h 时 ,首先 用 1 bh 做 匀 加 速 运动 ,使 得 汽车 的 速 
度 由 零 加 速 到 50 km/h, 匀 速 行 驶 8 h 后 ,再 用 1 h 做 匀 减 速 运动 将 速度 减 至 零 . 试 将 汽车 行 
11 





驶 的 路 程 表示 为 时 间 的 函数 . 
解 ” 设 路 程 函 数 为 5S(1) , 则 
57 0<i<1, 
S(t) -| +50(t—1), 1 «si<9, 
425 +50(1 -9) -25 (1-9)*, 9 <i<10. 


S(t) 为 定义 在 闭 区 间 [0,10] 上 的 分 段 函 数 . 
七 、 初 等 函数 


由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 和 有 限 次 的 复合 所 得 到 , 且 在 其 定义 域内 仅 有 
一 个 解析 表达 式 的 函数 , 称 为 初等 函数 . 


例如 Kx) =2*11 +5 (na)4,y = V1 一 他 ,y= /cot 当 等 都 是 初等 函数 ,在 本 课程 中 所 
讨论 的 函数 绝 大 多 数 都 是 初等 函数 . 但 前 面 讲 到 的 分 段 函数 就 不 能 视 为 初等 函数 . 
八 . 常 用 的 生物 曲线 一 S 形 曲线 


S 型 曲线 主要 用 于 描述 动 植物 的 自然 生长 过 程 , 故 又 称 为 生长 曲线 . 生长 过 程 的 基本 
特点 是 开始 增长 较 慢 ,而 在 以 后 的 某 一 范围 内 迅速 增长 ,达到 一 定 的 限度 后 增长 又 缓慢 下 
来 ,曲线 呈 拉 长 的 “S” 状 , 故 称 S 形 曲线 . 

最 著名 的 S 形 曲线 是 Logistic 生长 曲线 , 它 最 早 由 比利时 数学 家 P. F. Verhulst 于 1838 
年 导出 ,但 直至 20 世纪 20 年 代 才 被 生物 学 家 R. Pearl 及 统计 学 家 工 .J. Reed 重新 发 现 ,并 逐 
渐 被 人 们 所 重视 . 目前 它 已 被 广泛 应 用 于 动 植物 的 饲养 、 栽 培 ` 资 源 . 生 态 、 环 保 等 方面 的 模 
拟 研究 . 

例 1-10 Logistic 曲线 的 函数 关系 式 为 








二 
1 ae 2 


式 中 a、b 和 % 为 大 于 零 的 参数 . 
当 4=0 时 ,y= 和; 当 *+m 时 ,y= 所 以 时 间 为 0 








的 起 始 量 为 -一 ,时 间 为 无 限 延长 的 终极 量 为 大 曲线 在 = 


思 2 时 有 一 个 转折 点 ， 这 时 y = 地 ,恰好 是 终极 量 丰 的 一 分 之 图 1-14 


一 .在 转折 点 左 侧 ,曲线 向 下 弯曲 ,表示 速率 由 小 变 大 ;在 转折 点 右 侧 ,曲线 向 上 弯曲 ,速率 由 
大 变 小 ,如 图 1 -14 所 示 . 


1.2 函数 的 极限 


极限 是 微 积分 学 中 的 一 个 基本 概念 ,微分 学 与 积分 学 的 许多 概念 都 是 由 极限 引入 的 ,并 
且 最 终 由 极限 知识 来 解决 . 因此 它 在 微 积分 学 中 占有 非常 重要 的 地 位 . 
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一 \ 数 列 的 极限 


无 穷 多 个 数 按 次 序 一 个 接 一 个 地 排列 下 去 ,就 构成 一 个 数列 . 换 句 话说 ,数列 就 是 与 自 
然 数 有 一 一 对 应 关系 的 一 列 数 x1,x2,… ,x ,…, 简 记 为 {x,}. 

数列 1%, | 中 的 每 个 数 称 为 数列 的 项 ,x 称 为 数列 的 通 项 . 其 中 下 标 n 称 为 x。 的 序号 . 

在 很 长 一 段 时间 内 ,人 们 试图 采用 各 种 图 形 ( 如 甜 形 、 三 角形 等 ) 去 近似 计算 圆 的 面积 . 
公元 263 年 我 国 的 刘 微 注解 《 九 章 算 术 》, 提 出 了 “ 割 圆 术 ”, 用 圆 的 内 接 或 外 切 正 多 边 形 穷 
竭 的 方法 求 圆 面积 . 

“ 割 圆 术 ” 求 圆 面 积 的 作法 和 思路 如 图 1 - 15 所 示 , 先 作 圆 的 内 接 正三 角形 ,把 它 的 面 
积 记 作 41 ,再 作 内 接 正六 边 形 , 其 面积 记 作 42 ,再 作 内 接 正 十 二 边 形 , 其 面积 记 作 43,…, 照 
此 下 去 ,把 圆 的 内 接 正 3 x2”"…' (n=1,2…) 边 形 的 面积 记 作 4 ,这样 得 到 一 数列 :41 ,4, ,43 ， 
wo Mn 


ns 


图 1-15 


从 图 形 的 几何 直观 上 不 难看 出 : 随 着 圆 内 接 正 多 边 形 边 数 的 增加 ,内 接 正 多 边 形 的 面积 
与 圆 的 面积 越 来 越 接近 . 可 以 想象 当 边 数 无限 增 大 时 ,内 接 正 3 x2" (mn=1;,2…) 边 形 的 
面积 4, 会 无 限 地 接近 圆 的 面积 4. 

例 1-11 考察 以 下 四 个 数列 


n 


1 
(2)%,:3 ds 


(3) {x ={( -Di 

(4) {zl = {m2 +3}. 

观察 上 述 例子 可 以 发 现 , 随 着 的 无 限 增 大 ,各 数列 的 通 项 w 的 变化 趋势 可 以 分 为 两 
类 情形 . 第 一 类 情形 是 : 当 ” 无限 增 大 时 , 通 项 x 无 限 趋 近 于 某 个 常数 .例如 ,在 (1) 中 , 随 着 
"的 无 限 增 大 ,其 通 项 x = 二 无 限 趋 近 于 零 ;在 (2) 中 , 随 着 的 无 限 增 大 ,其 通 项 %, = 
无 限 趋向 于 1. 另 一 种 情形 是 : 当 n 无 限 增 大 时 , 通 项 x 不 趋 近 于 任何 常数 . 例如 ,在 (3) 中 ， 
数列 通 项 ,总 是 在 -1 与 1 之 间 摆动 ;在 (4) 中 , 随 着 ”的 无 限 增 大 ,其 通 项 Am =m2 +3 无 限 
增加 . 它们 都 不 趋 于 任何 常数 . 

为 了 更 好 地 描述 (1) 和 (2) 这 两 个 数列 所 具有 的 共同 的 性 质 ,我 们 给 出 数列 极限 的 





2 
a 


定义 1-7 设 有 数列 |x,} ,如 果 当 n 无限 增 大 时 ,其 通 项 和 无 限 趋 近 于 某 个 常数 4 
13 
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( 即 |x, -4 | 无 限 趋 近 于 零 ) , 则 称 数列 {x,} 以 4 为 极限 , 记 作 


lim x, =A 或 x 一 4 (nm 一 oo ). 


n+ 


当 数 列 {x, | 的 极限 存在 且 为 4 时 , 则 称 数列 {x,} 收敛 于 4, 否 则 则 称 数列 |x,} 是 发 
散 的. 

由 上 面 的 例题 可 知 , 对 于 一 些 简单 的 数列 通过 观察 可 以 得 到 它们 的 极限 ， 而 稍 复杂 数列 
可 以 先 对 其 通 项 进行 恒 等 变形 ,然后 再 求 它 的 极限 . 

例 1-12 设 数 列 x, =1 +g+g +…+g"( 其 中 g 是 常数 ,是 满足 |q| <1) , 求 lim xn 

解 因为 


n+l 


又 因为 |g| <1, 所 以 当 n 无 限 增 大 时 ,g""! 无 限 趋 近 于 零 ,所 以 二 全 无限 趋 近 于 
因此 








a 
例 1-13 求 lim( Vn+l -Vn). 
解 因为 
了 (ntl An) (Vntl tyn) 1 
ml re a 
iy 1 下 后 
所 以 当 无 限 增 大 时 ,上 无 限 趋 近 于 鹤 , 所 以 有 


lim( Vn+1 -Vn) =0. 


二 函数 的 极限 


函数 y=f(x) 中 的 自 变 量 x 总 是 在 某 个 实数 集合 中 变化 , 当 自 变量 * 处 于 某 一 变化 过 程 
中 时 ,函数 值 y=f(x) 也 会 随 之 发 生变 化 . 函数 的 极限 就 是 研究 在 自 变量 的 各 种 变化 过 程 中 
函数 值 的 变化 趋势 . 

1. x 趋向 无 穷 大 时 函数 的 极限 

x 趋向 无 穷 大 可 以 分 为 3 种 情形 : 

1)x 趋向 正 无 穷 大 , 记 作 x 一 + % ,表示 x 为 无 限 增 大 的 过 程 . 

2)x 趋向 负 无 穷 大 , 记 作 * 一 - % ,表示 x<0 且 |x | 为 无 限 增 大 的 过 程 . 

3)x 趋向 无 穷 大 , 记 作 * 一 om ,表示 |x | 为 无 限 增 大 的 过 程 . 

下 面 介绍 x 一 + o 时 函数 极限 的 概念 ,其 他 情况 类 比 可 得 . 

定义 1-8 函数 作 x) 在 [a, + % ) 内 有 定义 , 若 当 x 无 限 增 大 (x 一 + % ) 时 ,函数 f(x) 
无 限 接近 于 一 个 确定 的 常数 4, 即 |f(x) -4 | 无限 趋 近 于 零 , 则 称 4 为 x 一 + % 时 函数 /(x) 的 
极限 , 记 作 

_lim f(x) =4 或 Kx) 一 4(x 一 +o). 
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例 1-14 用 定义 1 -8 证 明 lim 一 =1. 





2 
MX“ 一 3x 
一 一 一 1 
2X2 | 


证 








多 
2 
当 x 一 + 时 ,显然 :无限 趋 近 于 零 , 因 此 由 定义 知 lim 生生 =1. 


类 似 地 可 引信 当 x 一 -% 和 x 一 % 时 函数 f(x) 的 极限 . 
定义 1-9 设 函 数 /(x) 在 ( - % ,a] 内 有 定义 ,车 当 % 取 负 值 且 绝对 值 无 限 增 大 (x 一 
-o ) 时 ,Kx) 的 函数 值 无 限 接近 于 一 个 确定 的 常数 4, 则 称 4 为 x 一 - % 时 函数 f(x) 的 极 
限 , 记 作 
Ji Ka) =4 或 姑 )-4(e -ae)， 
例 1-15 求 lim 2 
解 根据 函数 y=2” 的 图 像 易 得 ，lim 2* =0. 
定义 1-10 设 函 数 /(x) 在 |x| >a(a >0) 时 有 定义 , 若 当 |x | 无限 增 大 (x 一 % ) 时 , 函 
数值 (x) 无 限 接近 于 一 个 确定 的 常数 4, 则 称 4 为 x 一 % 时 函数 Ax) 的 极限 , 记 为 
Jim f(x) =4 或 FKx) 一 4 (x—% ). 
定理 1-1 Jim f(x) =4 的 充分 必要 条 件 是 lim f(x) = lim f(x) =4. 
例 1-16 求 lim 
解 根据 函数 ) = 二 的 图 像 易 得 lim 方 =0. 
2. 自 变量 趋 于 有 限 值 时 函数 的 极限 
x 趋 于 一 点 可 以 分 为 三 种 情形 : 
1)x 一 *xo , 它 表 示 * 无 限 接近 于 xo , 即 x 关 xo ,同时 |x -wo | 无 限 变 小 趋 近 于 零 ; 
2)x 一 xd , 它 表示 x 从 点 xo 的 右 侧 无 限 接近 于 xo , 即 x >xo, 同 时 |x -xo | 无 限 变 小 趋 近 
于 零 ; 
3)xxg , 它 表示 % 从 点 xo 的 左 侧 无 限 接近 于 xo , 即 x <xo ,同时 |x -xo | 无 限 变 小 趋 近 
于 零 . 
例 1-17 分 析 下 列 函 数 的 变化 趋势 : 
(1)f(x) =2x +1,x 一 上 1; 
2 -1) = % 天 1 
(2)f(%) -| 二 二 上 ”wx 一 >] ; 
1 六 二 
x+1,x>1, 
(3)f(%) pe 


解 (1) 当 % 无限 趋 近 1 时 ,2x +1 无 限 趋 近 于 3, 即 f(x) 趋 于 3( 如 图 1 -16 所 示 ). 
(2) 当 x 无限 趋 近 1 时 ， 2 于 =2(z+1) 一 4, 即 所 z) 趋 于 4( 如 图 1 -17 所 示 ). 


15 


医学 高 等 数学 














图 1-16 图 1-17 

(3) 当 * 无 限 趋 近 1 时 ,f(x) 恰 好 在 此 处 断 开 , 所 以 只 能 从 1 
的 左 \ 右 两 侧 分 析 . 当 x 从 左 侧 无 限 趋 近 1 时 ,f(x) =x -1 一 0, 即 
所 xz) 此 时 趋向 0; 当 x 从 右 侧 无 限 趋 近 1 时 ,f(x) =x+1 一 2 , 即 拟 zx) 
此 时 趋向 2. 

综 上 可 知 , 当 x 无 限 趋 近 1 时 ,f(x%) 不 趋向 一 个 确定 的 常数 
(如 图 1 -18 所 示 ). 

定义 1-11 设 函 数 作 x) 在 点 xo 的 某 邻 域 (xo 可 以 除外 ) 内 有 
定义 ,如 果 当 x 无 限 趋 近 于 定 值 x , 即 x 一 xo 时 ,函数 所 zx) 无 限 趋 时 
近 于 一 个 确定 的 常数 4, 则 称 4 为 函数 /(x) 当 x 一 xo 时 的 极限 . 
记 为 





lim f(x) =4 或 f(x) 一 A(%x 一 xo). 
设 函 数 f(x) 在 点 xo 的 某 邻 域 (xo 可 以 除外 ) 内 有 定义 ,如 果 当 wx 一 x6 时 ,函数 所 zx) 无 限 
趋 近 于 一 个 确定 的 常数 4, 那 么 就 称 4 为 函数 拟 x) 当 x 一 xo 时 的 左 极限 , 记 作 
lim f(x) =4 或 (x) 一 A(wa ). 
设 函 数 f(x) 在 点 xo 的 某 邻 域 (xo 可 以 除外 ) 内 有 定义 ,如 果 当 x 一 xo 时 ,函数 所 xz) 无 限 
趋 近 于 一 个 确定 的 常数 4, 那么 就 称 4 为 函数 (x) 当 x 一 *xo 时 的 右 极 限 , 记 作 
lim f(x) =A 或 f(x) 一 A(x—x6 ). 
定理 1 -2 极限 lim /(x) =4 的 充分 必要 条 件 是 lim f(%) = lim f(%) =A. 
例 1-18 讨论 函数 
1+x, 0<x<1, 
f(x) =(1, %=0, 
1-x, -1<x<0 


在 x=0 处 极限 的 存在 性 . 
解 函数 x) 在 x=0 处 有 定义 , 当 x 从 0 的 右 侧 趋 于 0 时 ,相应 的 函数 值 f(x) =1+x 
无 限 趋 近 于 1, 即 lim f(x) =1; 当 % 从 0 的 左 侧 趋 于 0 时 ,相应 的 函数 值 帮 x) =1 -x 无 限 趋 


近 于 1, 即 lm f(x) =1, 有 lim f(x) = lim f(x) =1, 所 以 lim f(x) =1. 
zx—0- x—0+ x—0- x—0 
而 对 于 函数 
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1 +x, 0O<w<l, 
f(x) =41， x*=0, 
-1-x， -1<x<0， 
容易 知道 
lim f(x) = -1, lim f(x) =1， 
x—0- x—0+ 
所 以 lim f(x%) 不 存在 . 


例 1-19 考察 函数 所 xz) = -过 | 在 =0 处 的 极限 . 
解 当 x<0 时 ,|x|= -x; 当 x>0 时 ,|x| =x, 所 以 


由 定理 可 知 lim | 不 存在 . 


和 





三 、 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 


1. 无穷 小 量 

定义 1-12 在 某 个 变化 过 程 中 ,以 零 为 极限 的 变量 称 为 该 变化 过 程 中 的 无 穷 小 量 , 简 
称 无 穷 小 . 

例 1-20 当 x 一 0 时 ,x,x?,sin x,tan x 和 1 -cosx 都 趋 近 于 零 . 因此 , 当 x 一 0 时 ,它们 
都 是 无 穷 小 量 . 


例 1-21 当 x+o 时 ,二 ,去 ,二 和 让 都 趋 近 于 零 . 因此 , 当 % 一 + 时 ,它们 都 是 


% "DY e” 

无 穷 小 量 . 

注 . 1) 无 穷 小 是 就 变量 在 某 一 变化 过 程 而 言 . 如 sin x 在 x 一 0 时 是 无 穷 小 ;但 在 x 一 % 
时 则 不 是 无 穷 小 ,而 是 有 界 变量 . | 

2) 无 穷 小 量 是 变量 ,不 要 把 它 与 绝对 值 很 小 的 常数 混为一谈 ,但 常数 0 是 无 穷 小 量 . 

2. 无穷 小 量 的 性 质 

性 质 1 有 限 个 无 穷 小 量 的 代数 和 是 无 穷 小 量 . 

性 质 2 有 限 个 无 穷 小 量 的 乘积 是 无 穷 小 量 . 

性 质 3 无 穷 小 量 与 有 界 变 量 的 乘积 是 无 穷 小 量 . 

性 质 4 常数 与 无 穷 小 量 的 乘积 是 无 穷 小 量 . 


| 
例 1 -22 求 lim xsin 一 


解 、 当 x-0 时 ,sin 二 的 极限 不 存在 . 但 因为 lim x =0, 所 以 x 是 当 x-*0 时 的 无 穷 小 .而 





sin 1 | <1, 所 以 sin 二 是 有 界 函 数 . 根据 无 穷 小 的 性 质 可 知 
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lim xsin 4 =0. 
x—0 x 
例 1-23 求 lim 宇和 
Xm %N 
解 当 x-，%w 时 ,分 子 及 分 母 的 极限 都 不 存在 ,但 下 可 以 看 作 是 sin x 与 二 的 乘积 . 


因为 当 4 一 w 时 ,二 是 无 穷 小 ,而 sin x 是 有 界 函 数 ,所 以 根据 无 穷 小 的 性 质 可 知 


sinx _ 





lim Os 
X—% 多 


3. 无穷 小 量 与 函数 的 极限 之 间 的 关系 

定理 1 -3 lim f(x) =4 的 充分 必要 条 件 是 所 xz) =4 +a(x) ,其 中 , 当 x 一 xo 时 a(x) 是 
一 个 无 穷 小 量 (x 一 % 的 情况 类 似 ). 

下 面 仅 就 x 一 xo 时 的 情形 加 以 证 明 . 

证 设 lim /(x) =4, 令 a(z) =/(x) -4, 则 

lim a(x) = lim[f(x) -A] = lim f(x) -lim A=A-A=0. 
即 a 是 当 x->xo 时 的 无 穷 小 . 由 于 a(x) =f(x) -4, 所 以 
f(x) =A +alx). 
这 就 证 明了 具有 极限 的 函数 等 于 它 的 极限 与 一 个 无 穷 小 之 和 . 
反之 , 设 /(x) =4+a(x) ,其 中 4 为 常数 ,a(%x) 是 当 x 一 xo 时 的 无 穷 小 , 则 
lim f(x) = lim (A +a(x)) =4. 
这 就 证 明了 如 果 函 数 可 表示 为 常数 与 无 穷 小 之 和 ,那么 该 常数 就 是 这 个 函数 的 极限 . 
4. 无 穷 大 量 


考察 当 x 一 0 时 ,函数 f(x) = 二 的 变化 情况 . 在 自 变量 无 限 趋 近 于 0 时 ,函数 值 的 绝对 值 


无 限 增 大 ,也 就 是 对 于 任意 给 定 的 正 数 M ,总 存在 一 个 正 数 85, 当 0< |x-0|<65 时 , 恒 





1 
% 





>M. 





有 |)1= | 二 


定义 1-13 ”如 果 在 x-xo( 或 x 一 % ) 时 ,函数 作 x) 的 绝对 值 无 限 增 大 , 则 称 扩 x) 为 当 x 一 xo 
(或 x 一 % ) 时 的 无 穷 大 量 ,简称 无 穷 大 . 
由 定义 易 知 lim es +%, lim DL ee 
zl+X—1 zx-X—1 x*1% 一 1 
无 穷 大 量 描述 的 是 一 个 函数 在 自 变量 的 某 一 变化 过 程 中 ,相应 的 函数 值 的 变化 趋势 , 即 
|f(x) | 无 限 增 大 . 同一 个 函数 在 自 变量 的 不 同 变化 过 程 中 ,相应 的 函数 值 有 不 同 的 变化 趋 


势 . 如 函数 二 , 当 x*-*0 时 , 它 为 无 穷 大 量 ; 当 w1 时 , 它 以 1 为 极限 . 因此 称 一 个 函数 为 无 穷 


大 量 时 ,必须 明确 指出 其 自 变量 的 变化 趋向 ,否则 毫 无 意义 . 
注 1) 无 穷 大 量 是 变量 ,不 要 把 它们 与 很 大 的 常数 混为一谈 ; 
18 
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2) 无 穷 大 量 与 无 界 函 数 的 区 别 是 :一 个 无 穷 大 量 一 定 是 一 个 无 界 函 数 ,但 一 个 无 界 函 
数 不 一 定 是 一 个 无 穷 大 量 ; 
3) 无 穷 大 量 是 极限 不 存在 的 一 种 情况 ,为 了 运算 的 方便 我 们 借用 极限 的 记号 . 例如 ， 


lim ln x = o 
xX 一 0 + 
5. 无穷 大 量 与 无 穷 小 量 的 关系 
在 自 变量 * 的 同一 变化 过 程 中 ,车 f(x) 为 无 穷 大 ， ,My 人 为 无 穷 小 反之 , 若 几 xx) 为 无 


穷 小 , 且 f(x) 关 0， ,MM ) 


例 1-24 求 lim + 


为 无 穷 大 . 








解 当 x 1 时 ,分 母 的 极限 为 零 但 因为 lm “1 =0, 即 <=l 
x~1X+4 x+4 





据 无 穷 大 与 无 穷 小 的 关系 可 知 , 它 的 倒数 + 是 当 x-! 时 的 无 穷 大 . 即 


lim <+4 
x1% 一 1 





例 1-25 求 lim (x? -3x+2). 
解 ” 因 为 lim x 和 lim 3x 都 不 存在 ,但 因为 


lim i 二 (05 
“ro Xl -3x +2 2 





RP a a x 一 % 时 的 无 穷 小 ,所 以 它 的 倒数 -3x +2 是 当 x 一 % 时 的 无 穷 大 , 即 


lim (x* -3x+2) =%. 


有 
例 1-26 求 lim 3 


x +7 : 
解 ” 因 为 分 子 分 母 的 极限 都 不 存在 ,但 因为 
所 +7 a 
p 3 3 
jn i i EE =0， 
x-ro DX” —X + 一 oo2X  —Xx +5 “my 1 5 
3 
ba x 
所 以 
]; 2x3 -x +5 
im 
YX 一 op x” 十 7 
四 、 极 限 的 运算 


用 极限 的 定义 去 求 变 量 的 极限 只 适用 于 一 些 非常 简单 的 情形 . 实际 问题 中 的 变量 一 般 
都 比较 复杂 ,需要 用 另外 的 方法 去 求 变 量 的 极限 . 下 面 介 绍 极限 的 四 则 运算 , 它 为 求 极 限 提 
19 








供 了 很 大 的 便利 . 
定理 1-4( 极 限 的 四 则 运算 法 则 ) 
如 果 lim f(x) =4,lim g(x) =B, 那 么 
(1)lim [f(x) +g(x)] =limf(x) +lim g(x) =A+B; 
(2)lim [f(x) * g(x)] =limf(x) * lim g(x) =AB; 
(3)lim g(x) =BA0N ,lm RS lmf(s) 4 
28(%) lim g(x) 
推论 1 lim [cf(x) |] =clim f(x). 
推论 2 lim[f(x)]"=[limf(x)]". 
注 1)limf(x) =4,lim g(x) = 必须 是 同一 变化 过 程 . 
2) 在 求 分 段 函数 以 及 含有 绝对 值 的 函数 分 界 点 处 的 极限 时 ,要 用 左右 极限 来 求 ,只 有 
左右 极限 存在 且 相 等 时 极限 才 存 在 ,否则 ,极限 不 存在 . 
例 1-27 求 下 列 极限 : 

















3 x* -9 
1 2 A 
( si 多 十 1 ” 2) lim 3 6 
2 (i tt 
X 一 1 ] 一 % x—0 % 
lim(2x —3) 
解 (1) lim 2 -3 _ «ol = 
x x+l lim(x +1) 2 


(2) 当 x 一 3 时 ,分 子 、 分 母 极限 均 为 零 ， 呈现 全- -型 ,不 能 直接 用 商 的 极限 运算 法 则 ,可 


先 内 前 因 式 。 约 去 便 分 了 分 恒 为 委 的 从 因子， ee 


(x—-3)(x+3) wt 
原 式 = 相去- -Sx +6 i (x -3)(x -2) ee 


(3) 当 «1 时 ,二 ,一 的 极限 均 不 存在 , 式 王 -六 二 呈现 “wm - wm” 型 ,不 能 直接 


用 “ ei 的 运算 法 则 ,可 先进 行 通 分 化 简 , 再 用 商 的 极限 运算 法 则 . 
1 ) sii 2 (1+x) 
1 一 % st | 一 X2 
人 
二 (1—-x)(l1 +x) 2 
(4) 当 x 0 时 ,虽然 分 子 、 分 母 的 极限 都 存在 ,但 是 因为 分 母 的 极限 为 零 所 以 不 能 直接 


用 四 则 运算 求 极限 ,可 先进 行 分 子 有 理化 ,然后 再 求 极限 . 














原 式 =lim (V1+2x— 1)(v1+2x+1) _ 2 
CT Fo ly a 


注 1) 应 用 极限 运算 法 则 求 极限 时 ， 忆 有 保证 和 项 极限 都 存在 (对 于 除法， 分 母 极限 不 
为 零 ) 才 能 适用 . 
2) 求 函数 极限 时 ,经 常 出 现 “”,“ 呈 ”,“%m - % "等 情况 ,都 不 能 直接 运用 极限 运算 法 
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则 ,必须 对 原 式 进行 恒 等 变换 、 化 简 ,然后 再 求 极 限 . 常 使 用 的 有 以 下 几 种 方法 :四 对 于 “wm 
- o "型 ,往往 需要 先 通 分 ,化 简 , 再 求 极 限 ;@ 对 于 无 理 分 式 , 分 子 ` 分 母 有 理化 , 消去 公 因 
式 , 再 求 极 限 . 
求 有 理 分 式 函 数 当 自 变量 趋 于 无 穷 大 时 的 极限 时 ,用 分 式 中 自 变 量 的 最 高 次 需 去 除 分 
子 、 分 母 ,化 为 能 用 运算 法 则 求 极 限 的 形式 再 求 极限 . 
例 1-28 求 下 列 极限 : 
. 2 3%w+1 . Sx +4x—1 
1 lm Sx2 pp ns 3x3 25 
32 -x+2 , VSx -1 
SEE 0 本 


解 (1) 将 分 子 分 母 同 除 以 * ,得 


2 
lim < 一 -二 = lim 
ee 5x2 +4x +3 wm 





(2) 将 分 子 分 母 同 除 以 x ,得 


Ti Sx? +4x—1 ee 要 
xm 3X3 +2x -SS wo 





LD 
十 


(3) 将 分 子 分 母 同 除 以 ,得 








00 ， 


(4) 此 函数 虽 不 是 有 理 分 式 函 数 ,但 , 当 x 一 + % 时 ,分 子 分 母 均 无 极限 ,呈现 “一 ” 形 


式 , 可 以 将 分 子 \ 分 母 同 除 以 x 的 最 高 次 寡 Vx ,将 Vx 约 去 ,再 用 运算 法 则 求 极限 . 


00 





原 式 = lim 4 -V5. 
ZX 一 十 oo 2 
Lf = 
多 





对 于 当 x-»wm 时 的 “ 科 ” 型 ,可 将 分 子 .分 母 同时 除 以 分 式 的 最 高 次 宕 ,然后 再 求 极限 . 即 


一 多 
aox" +alx" 1 + +a, bo 





ee bx + bx™ ! + 0 5 

oo ， n>m. 
对 于 无 穷 项 和 的 极限 ,不 能 利用 极限 的 和 、 差 运算 法 则 . 必须 先 求 出 它们 的 和 式 , 转 化 为 
一 个 代数 式 的 极限 问题 . 
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色 -2 来 加 (1 
1 pe n 
lim (一 一 一 
解 | n+l1 i 





人 n(n+1) _1 
mm 





五 .两 个 重要 极限 

定理 1-5( 两 边 夹 法 则 ) 若 在 点 xo 的 某 邻 域内 (xo 可 以 除外 ), 有 g(x) f(x) 三 
h(x), 有 lim g(%) =4, lim h(x) =4, 则 lim f(x) =4. 

从 直观 上 看 ,该 准则 显然 成 立 . 当 x 一 xo 时 ,函数 g(x) ,h(x) 的 值 无 限 允 近 常数 4, 而 夹 
在 g(%x) 与 h(x) 之 间 的 作 x) 的 值 也 无 限 副 近 于 常数 4， Hine f(a) =4. 


, 则 有 


Sin % % 





,h(x) = 
二 ). 
又 名 59 =a( -| 于 |) -0 下 WO = 如 | 二 |=0, 所 W 








例如 5(z) = -| 二 | Ka) = 


Sin % 





=0. 








lim f(x) = lim 
注 定理 1-5 中 把 “一 ”xo 换 成 自 变量 * 的 其 他 变化 过 程 ,也 有 类 似 的 结论 成 立 . 
定理 1 -6 ee | 单调 且 有 界 , 则 极限 lim xn 存在 . 
1 1 
Pe ) 























例 1-30 lim( 十 … 十 
2 万 +1 i n+n 
解 因为 
n 1 1 1 n 
十 …* 十 )= 
Mn? ee a +1 i Vn +n Mn+l 
而 
lim 2 = lim 于 =1, 
me fn +n em fn +1 
由 两 边 夹 法 则 得 








jm | ee 


-二 一 十 ……， 
Die /nl 必 + 7P2 +n 








证 明 如 图 1-19 所 示 , 在 单位 圆 中 , 设 圆心 角 
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40B =x,x 取 弧 度 (0 <x | 


由 三 角 函 数 知 
AC =sinx， AB =x, BD =tan x. 
从 图 1 -19 可 以 看 出 面积 5 之 间 的 关系 为 


SAA0B < 9 肩 形 40B <SADOB， 

















故 
Dsin ws <Fx<3tan s,se (0,T), 图 1=9 

即 

sin x <%X < tan x. 
两 边 同 除 sn x 得 

% 1 
sinx Cosx 

即 

cos x < <1. 








由 于 y=cos 4,y = 生生 ,y=1 均 为 偶 函 数 ,所 以 当 xze ( -于 ,0) 时 ,cosx <sa <<1 也 成 


% 





立 ,从 而 *e( -了 ,0) U(0,7> ) 时 ,有 cos x < 于 二 <1 成 立 . 























x 
用 
lim cos x=1, lim1 =1, 
x—0 %—0 
根据 两 边 夹 法 则 ,有 
Jim sinxz_1 
x—0 % 
例 1-31 求 lim 六. 
x—0 多 
解 人 Sa( =lim 22“< .lim 三 及 上 三 二 
sr0 % xi0 % Cos MX “0 和 x0COS% 
例 二 一 般 刺 lim + 
; 芝 。 i 
i 1 cos 1 2 sin i 
x—0 和 2 X 一 0 和 2 “Dm ba 
Ce) 
iin | 
es 


sin $x 


例 1-33 求 lim 一 一 . 
x 0 6x 
23 








解 令 Sx=z, 当 “一 "0 时 ,二 "0, 因 此 


sii 和 大 Sn 和 Sn 3 
= lim = 二 lm 三 





6x u—0 6 u—0 u 6 
区 
例 1-34 求 lim aresm < 
2 一 和 % 


解 令 arcsin x=z, 则 x%=sinw, 当 x 一 0 时 ,wu-0, 因 此 有 





Jim arcsin % i 1 1 
#0 光 uo0 sin 必 
注 ”运用 换 元 法 求 极限 时 ,一 定 要 标 出 新 自 变 量 的 变化 趋势 . 
例 1-35 求 lim Cos % = 3x 
x—0 bd 


解 ” 分 子 先 用 和 差 化 积 公 式 变形 ,然后 再 用 重要 极限 公式 求 极限 . 


. 2sin xsin 2x ,. sin 2x 
-2 人 ee 


sin x 


=1 x4 =4. 





* lim(4: 
注 “这 个 重要 极限 是 “ 5 "型 的 ,要 牢记 公式 的 结构 特点 : im 中 J =1( 方 框 口 代表 任 
意 形式 的 同一 变量 )， 














当 xm 时 ,可 以 列 出 ( 1+ 元】 的 如 下 数值 表 , 观 察 其 变化 趋势 


101 102 103 104 105 1 
2. 594 |2.70 481|2.71 692|2.71 815|2.71 827| … 


从 上 表 中 可 以 看 出 , 当 x* 无 限 增 大 时 ,{ 1 + 过】 越 来 越 趋 近 于 一 个 确定 的 常数 ,可 以 证 
明 这 个 常数 是 个 无 理 数 ,用 。 来 表示 这 个 常数 ,其 近似 值 为 2. 718 281 828, 即 
到 (1+s] =° 
注 这 个 重要 极限 是 属于 “1” ”型 , 它 的 结构 特点 ; lim (1 + 二) =e( 方 框 口 代表 任意 
形式 的 同一 变量 ). 
例 1-36 求 lim [1+ 二) 






































得 nm(1+ 二 = 吉 [(1+3)] =[ 吉 (1+)] = 


XxX—% 
6x 


例 1-37 求 lim {1 | ; 
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得 二 (1-3 ml "el : 站 
人 








例 1-38 求 lim | 








例 1-39 求 lim(1 +%)*. 
解 这 也 是 “1" "型 , 令 := 二 , 当 x-0 时 ,tm .所 以 
im(1+a = 人 (1+ 二 | =e 
今后 我 们 可 以 把 这 一 极限 作为 结论 直接 运用 , 它 的 结构 特点 : jim (1 + 口 )5 =e( 方 框 口 
代表 任意 形式 的 同一 变量 ) , 仍 属于 “1” ”型 极限 
例 1-40 求 lim(1 -2z)*. 
x—0 
解 lm(1-2o)* = lim {[1+( -2x)]-7}-+=e-4 


例 1-41 求 lim(1 二) 





解 ” 原 式 = i a 二 
(1 +%)* 8 
四 .无穷 小 的 比较 
我 们 已 经 知道 ,有 限 个 无 穷 小 量 的 和 、 差 、 积 仍然 是 无 穷 小 量 , 而 两 个 无 穷 小 量 的 商 却 有 
很 大 的 差异 . 本 节 将 专门 讨论 这 个 问题 一 一 无 穷 小 量 的 比较 , 它 将 为 极限 计算 提供 比较 简捷 
定义 1-14 设 a(x) 与 B(x) 是 在 同一 变化 过 程 中 的 两 个 无 穷 小 量 . 


(1) 如 果 lim B04 = 0 , 则 称 B(x) 是 比 a(x) 高 阶 的 无 穷 小 量 , 记 为 B=o(a). 


(2) 如 果 lim B04 =C(C#0,1) , 则 称 B(x) 与 a(x) 是 同 阶 无 穷 小 量 . 


(3) 如 果 lim B(2) -1, 则 称 B(x) 与 a(%) 是 等 价 无 穷 小 量 , 记 为 a(x) ~B(zx). 


(4) 如 果 lim =C(Cz0) , 则 称 B(x) 是 a(x) 的 k 阶 无 穷 小 量 . 


例 1 -42 因为 lim 入 =0, 所 以 当 4-0 时 ,2 是 4 高 阶 无 穷 小 
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例 1-43 因为 im 一 经 二 = 所 以 当 x-0 时 ,1 -eos x 与 民 是 同 阶 无 穷 小. 
例 1-44 因为 


sin x tan % ]i arcsin % 


=1,lim 
X 一 0 








=1 


> 


所 以 当 x 一 0 时 ,x,sin x,tan x,arcsin x 互 为 等 价 无 穷 小 量 . 
定理 1 -7( 无 穷 小 的 替换 ) 设 a(x) ee ,B: (x) 是 同一 变化 过 程 中 的 无 穷 


小 量 , 且 有 oa(x) ~ a(x) ,Bi(x) ~ 
Bi(x) 1i B(x ) 


lim =1,lim .。 
x—0 x—0 


多 








lim (或 为 无 穷 大 量 ). 
am(x) oo(%) 
常用 的 等 价 无 穷 小 如 下 : 
当 x 一 0 时 ,有 
xX~sinx, Xx~tan x, Xx~arcsin x, x ~arctan x, 1] ~ cosx 2 


2 
lIn (1 +x) ~x, e*—1~x, /T+x -1 ~ 
例 1-45 求 下 列 极限 : 


(1)lim ee fa lin Lt 
0 -1 
. 1—cosx . tan xX—sinx 
Ep: 3x2 4 sinx 
5 





,i I 
解 (1) lim 3 =lim3% =3(% »0 ,tan Sx ~ 5x); 








1 

X 一 "0 Ed MX 一 0 

和 2 

es a Ne 

(lm lm 7 =(x—0,1 一 cos% 7 )s 
本 Nr i a 1 

C4) lim lan i Sy sin sh1 cos %) 去 全 ES | en 3 ) 

x—0 Sin % %—0 NX COSX x—0 % COS% 





只 
= | = (%—0,sin x ~x,1 -cos % ~ ). 


2 
交 COS % 


等 价 无 穷 小 的 相互 替换 ,可 以 简化 极限 的 运算 . 但 要 注意 ,被 替换 的 无 穷 小 在 表达 式 中 


的 身份 必须 是 “因子 ”. 否则 会 出 现 lim 和 <=lim “=0 的 错误 做 法 . 


Sin % 





2 
例 1-46 设 im 世 十 二 =5, 求 po 


解 ” 因 为 x-1 时 ,分 母 的 极限 为 零 ,而 函数 极限 是 存在 的 . 因此 其 分 子 的 极限 必 为 零 ， 
否则 ,所 给 函数 的 极限 不 可 能 是 确定 的 数 5. 即 
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lim(x +ax +D) =0， 


亦 即 1+a+b=0, 从 而 5= -aa-1, 所 以 





2 2 
Jim * tax tb _]n 革 tax 一 2 -1 _jim (x—-1)(x+l1+a) 
x—] -1—x x—] 1 一 多 X 一 1 ] 一 和 
=lim-(x+l+a) = -2-4=5. 


1.3 ”函数 的 连续 性 
现实 世界 中 很 多 变量 的 变化 都 是 连续 不 断 的 ,如 气温 的 变化 河水 的 流动 .植物 的 生长 
等 都 是 连续 变化 的 . 这 种 现象 反映 在 数学 上 ,就 是 函数 的 连续 性 . 而 极限 是 描述 变量 变化 趋 
势 的 ,由 此 可 见 ,可 以 用 极限 给 出 函数 连续 的 概念 . 


一 \ 函 数 连续 的 概念 


函数 y =f(x) 在 点 xo 处 的 某 邻 域内 有 定义 , 当 自 变 
量 由 点 xo 变 到 x 时 , 终 值 与 初 值 之 差 就 叫做 自 变量 的 增 
量 ( 如 图 1 -20 所 示 ) , 记 作 
Ax =% 一 %0， 
相应 地 ,函数 值 的 终 值 与 初 值 之 差 称 为 函数 的 增 量 ， 
记 作 





Ay =f(xo + Ax) -f(xo) 
或 
Ay =f(x) -f(x0). 
定义 1-15 设 函 数 y=f(x) 在 xo 的 某 一 个 邻 域 V(xo,6) 内 有 定义 , 若 
lim [f(xo +Ax) -f(x0)] =0 (或 im Ay =0) ， 
则 称 函数 fx) 在 点 xo 处 连续 . 
由 于 
lim [f(xo + Ax) -f(xo) ] = lm a) -f(x0)] 
= lim f(x) -f(x0) =0， 
可 得 到 函数 y =f(x) 在 点 xo 处 连续 的 等 价 定义 . 
定义 1-16 设 函 数 y=f(x) 在 xo 的 某 一 个 邻 域 U(xo,6) 内 有 定义 ,着 lim f(x) = 
f(xo) , 则 称 函数 y=f(x%) 在 点 xo 处 连续 . 
由 连续 的 定义 可 知 ,函数 (x) 在 点 xo 处 连续 必须 满足 以 下 三 个 条 件 : 
1) 函数 的 xz) 在 xo 及 其 附近 有 定义 ; 
2) lim 所 zx) 存 在 ; 
3 lim fm) =f(x0). 
这 三 个 条 件 提供 了 判断 函数 f(x) 在 xo 点 是 否 连 续 的 具体 方法 . 
27 





医学 高 等 数学 





由 函数 连续 的 定义 可 以 看 出 : 若 函 数 .Kx) 在 点 和 处 连续 , 则 lim f(x) =f(xo). 即 若 末 


数 拟 xz) 在 点 xo 处 连续 , 则 函数 A(x) 在 点 xo 处 的 极限 等 于 函数 A(x) 在 点 xo 处 的 函数 值 
xxo) ,这 为 求 连续 函数 的 极限 问题 提供 了 便利 . 
车 lim f(x) =f(x0) , 称 函数 儿 *) 在 点 xo 处 左 连续 ; 若 lim f(x%) = 太 xo ) , 称 函 数 信 x) 在 


点 xo 处 右 连续 . 
所 以 函数 (x) 在 点 xo 处 连续 的 充分 必要 条 件 为 f(x) 在 点 xo 处 既 左 连续 又 右 连续 . 
所 以 
函数 扩 x) 在 点 xo 连续 Slim f(x) =f(x0) =f( lim x). 


该 结论 是 讨论 分 段 函数 在 分 界 点 处 是 否 连续 的 依据 . 

在 区 间 上 每 一 点 都 连续 的 函数 , 称 为 在 该 区 间 上 的 连续 函数 ,或 者 说 函数 在 该 区 间 上 连 
续 , 该 区 间 也 称 为 函数 的 连续 区 间 . 对 于 闭 区 间或 半 开 半 闭 区 间 的 端点 ,函数 在 这 些 点 上 连 
续 是 指 左 连续 或 右 连续 . 

例 1-47 证 明 函 数 y=sin x 在 其 定义 域内 的 每 一 点 都 连续 . 

证 设 x 是 y=sin x 定义 域内 的 任意 一 点 , 当 x 有 增 量 Ax 时 ,对 应 的 函数 增 量 为 


Ay =sin (x+Ax) -sin x =2sin Ycos (x + 人知 ). 


























因为 
cos (x+ 分 )|<1， in 化 |< 学 ， 
所 以 
0 三 |Ay| = 2sin Ycos (x+ 如) <2 全 = |Ax|. 
即 


0 三 |Ay|= |Ax|. 
当 Ax 一 0 时 ,Ay 一 0 ,函数 在 点 * 处 是 连续 的 ,由 x 的 任意 性 ,函数 y= sin x 在 其 定义 域 
内 的 每 一 点 都 是 连续 的 . 
类 似 地 可 以 证 明 ,函数 y = cos x 在 其 定义 域内 也 是 连续 的 . 
例 1-48 确定 a 的 值 使 函数 


xsin 一 ，%>0， 


f(x) = 


在 x=0 处 连续 . 
解 ” 在 分 段 点 x =0 处 ,有 f(0) =a, 而 
lim f(x) = lim (a+x?) =a, lim f(x) = lim xsin A 
x—0- x—0- x—0+ 2X 一 0 + % 
已 知 函数 在 x =0 处 连续 . 因此 必然 在 x =0 处 左 \ 右 都 连续 , 即 
lim f(#) = lim A#) =/0) = 


求 得 a=0. 
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二 、 函 数 的 间断 点 


定义 1-17 车 函数 /(*) 在 点 处 不 连续 , 则 称 点 0 为 函数 (x) 的 间断 点 . 函数 /(x) 
的 间断 点 存在 以 下 三 种 情形 ; 

1) 函数 在 点 x =xo 处 没有 定义 ; 

2) 函数 在 点 = 处 有 定义 ,但 极限 lim f(x) 不 存在 ; 

3) 函数 在 点 * =o 处 有 定义 ,上 且 极限 lim f(x) 存 在 ,但 lim f(x) zf(x0). 

函数 间断 点 可 分 为 以 下 两 类 . 

第 一 类 间 疡 点 ; lim /(%) 、lim f(x) 都 存在 的 间断 点 . 

第 二 类 间断 点 : lim A(*) 、lim A(x) 中 至 少 有 一 个 不 存在 的 间断 点 . 

对 于 第 一 类 间断 点 有 以 下 两 种 情形 :@D 当 lim Kx) 与 im f(*) 都 存在 ,但 不 相等 时 , 称 
zo 为 /xz) 的 跳 路 间断 点 ;加 当 lim /x) 存在 ,但 极限 值 不 等 于 成 xzo) 时, 称 z 为 Kx) 的 可 去 
间断 点 . 

2 
例 1-49 讨论 fx) = 乞 -二 在 点 x =1 处 间断 点 的 类 别 . 


解 f(x) = 所 2 在 点 x =1 处 无 定义 , 故 点 +=1 是 函数 /(x) = 到 -的 间断 点 ,但 lim 


和 








志江 =lim(x+1) =2; 从 而 *=1 是 函数 /sx) 的 第 一 类 间断 点 . 可 以 补充 /1) = 2, 则 函数 


和 
f(x) 在 点 x=1 处 就 连续 了 ,所 以 x=1 为 函数 (x) 的 可 去 间断 点 . 
例 1-50 设 函 数 
2X2 ， x<0, 
用) 二 加 X >0. 
讨论 函数 在 x =0 处 的 连续 性 . 
解 ”由 于 函数 在 分 段 点 * =0 处 两 边 的 表达 式 不 同 ,因此 ,一般 要 考虑 在 分 段 点 x =0 处 
的 左 极限 与 右 极限 . 
因为 
lim x =0, lim (x+1) =(0+1) =1. 
x—0- x—0+ 
Jim 矿 z) 与 lm f(x) 都 存在 ,但 不 相等 ,所 以 x=0 为 f(x%) 的 第 一 类 的 间断 点 , 且 为 f(x) 的 
跳跃 间断 点 . 


例 1-51 讨论 1x) = 二 在 x=0 处 间断 点 的 类 别 . 
解 A(x) = 十 在 点 %=0 处 无 定义 , 故 点 x =0 是 函数 /(x) = 二 的 间断 点 ,又 lim 一 = m ， 


所 以 称 点 x =0 为 函数 f(x) = 二 的 无 穷 间断 点 ,无 穷 间断 点 属于 第 二 类 间断 点 . 
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例 1-52 讨论 f(x) =sin 二 在 x =0 处 间断 点 的 类 别 . 


解 f(x) =sin 一 在 点 x=0 处 无 定义 , 故 点 x=0 是 函数 (4) =sin 二 的 间断 点 ,又 因为 


*-0 时 ,函数 值 在 -1 与 1 之 间 摆 动 , 所 以 称 点 * =0 为 函数 /(x) = sin 二 的 振荡 间断 点 , 振 


荡 间 断 点 属于 第 二 类 间断 点 . 
例 1-53 讨论 函数 
2 x%<0,， 


f(x) -| 1 


xsin—, %>0 
x 


在 点 x =0 处 的 连续 性 . 

解 ”由 于 函数 在 分 段 点 x =0 处 两 边 的 表达 式 不 同 ,因此 ,一 般 要 考虑 在 分 段 点 x =0 处 
的 左 极 限 与 右 极限 . 

因为 


lim f(x) = lm x=0, lim f(x) = lim xsin A 
x—0- x—0- x—0+ x—0+ 多 
而 成 0) =0, 即 
lim f(x) = lim f(x) =f(0) =0， 
x—0- x—0+ 
由 函数 在 一 点 连续 的 充分 必要 条 件 知 f(x) 在 x=0 处 连续 . 


例 1-54 设 函 数 
人 X >0， 
(YE e@， X=0， (az0,bz0) 
和 ty 


间 a 和 46 为何 值 时 ,f(x) 在 点 x=0 处 连续 . 
解 ” 由 连续 的 定义 知 ,f(x) 在 点 x*=0 处 连续 则 有 
limf(x) =f(0) =e, 





所 以 有 
lim f(x) = lim f(x) =e， 
x—0- x—0+ 
由 于 
lim f(x) = lim (1 a 
x—0+ x— 0+ 
所 以 
a=1 
及 
lim f(x) = lim 3 -元 
所 以 
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和 
即 当 a=1,6 = 二 时 ,f(x) 在 点 *=0 处 连续 


三 、 初 等 函数 的 连续 性 


初等 函数 的 连续 性 具有 以 下 性 质 . 
性 质 1 基本 初等 函数 在 其 定义 域内 都 是 连续 的 . 


性 质 2 若 函 数 作 x) ,g(x) 在 点 xo 处 连续 , 则 f(x) +g(x) ,f(x) “gl(#) RL (g(a) 


0) 在 点 xo 处 也 连续 . 

性 质 3 ”车 函数 w=g(x) 在 点 xo 处 连续 ,y =f(u) 在 点 uo =&g(xo) 处 连续 , 则 复合 函数 
y=fLg(x) ] 在 点 xo 处 连续 . 

初等 函数 都 是 由 基本 初等 函数 进行 有 限 次 四 则 运算 和 有 限 次 复合 而 得 到 的 ,所 以 由 上 
述 性 质 知 ,初等 函数 在 它们 的 定义 区 间 内 都 是 连续 的 . 

对 于 在 点 x 处 连续 的 函数 y =f(x) 有 

lim f(%) =f(x0). 
这 个 结论 在 复合 函数 的 极限 中 作 如 下 解释 : 
1) 若 limg(z) 存 在 ,在 limg(x) 处 连续 , 则 极限 与 函数 符号 可 以 相交 换 , 即 


5 “Lhe 
2) 若 g(%*) 在 xo 处 连续 ,f(u) 在 limg(*) =&(xo) 处 连续 , 则 极限 等 于 函数 值 , 即 
lim flg(x)] =fl lim g(x)] =fle( lim*)] =f[g(xo)]. 
例 1-55 求 lm oos (24 -2) 
解 lim cos (2x -2) =cos (2 x1 -2) =cos 0=1. 
例 1-56 求 lim ln sin x. 


% 


2 


解 In u,sin x 在 其 定义 域内 都 是 连续 的 ,所 以 


lim ln sin x = In sin 
TT 


各 


2 
ln(1 +x) 
a 


光志 
7 =0. 


例 1-57 求 lim 
x—0 


解 因为 lm(1 +%x)* =e, 而 函数 y=In u 在 点 u=e 上 有 定义 且 连 续 ,所 以 
ha Dl pi In (1 Pe =lnlim(1 4) =ln e=1. 
X 一 0 % x—0 x—0 


ax 一 1 


例 1-58 求 lim 
X 一 0 多 
解 设 a*-1=t, 则 x=log,(1+ 人 ),x-0 时 ,i-0, 于 是 
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一 1 1 
lim =lim I = lim 工 = -=n 0 
x0 % 0 logs (1 +t) 10 log (1 +1)* log, lim(1 +2)7 

t 











六 
x—0 


和 

以 上 两 例 显示 :x 一 0 时 ,In (1+x) ~x,e” 一 1 ~x. 
例 1-59 求 lim Ww” 

解 lim x” =lim exlnx =elm(*n x) =e2n2 二 本 

一 般 地 , 形 如 w(x)”"”(u(x) >0,u(x) 关 1) 的 函数 称 为 军 指 函数 ,如 果 

limu(x) =a >0, limv(x) =5b, 
那么 
lim w(x)"” = at(lim 表 示 自 变量 的 同一 极限 过 程 ). 


四 、 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 应 用 较 多 ,下 面 仅 给 出 它们 的 性 质 , 不 予 证 明 , 其 几何 解释 如 
图 1 -21、 图 1 -22 所 示 . 

定理 1 -8( 有 界定 理 ) 车/(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 , 则 f(x) 在 [a,b] 上 有 和 界 . 

定理 1 -9( 最 值 定理 ) 若 f(%) 在 闭 区 间 [a,8] 上 连续 , 则 f(x) 在 [a,5] 上 必 有 最 大 值 
与 最 小 值 . 

定理 1 -10( 介 值 定理 ) 设 f(x) 是 闭 区 间 [a,6] 上 的 连续 函数 , 且 f(a) 半 f(b) ,对 介 于 
f(a) 与 15) 之 间 的 任意 一 个 数 n, 则 至 少 存 在 一 点 te (a,6b) ,使 得 f(&) = 


BC (5)) 


4 B(bf (b)) 





O 
Al(af (a)) 





图 1-21 图 1-22 


定理 1 -11( 根 的 存在 定理 ) 若 函 数 儿 x) 在 闭 区 间 [a,6b] 上 连续 , 且 f(a4) 与 f(b) 异 号 ， 
则 在 (a,8) 内 至 少 存在 一 点 ,使 得 f(é&) =0. 

注 1) 上 面 四 个 定理 中 闭 区 间 和 连续 缺 一 不 可 ,缺少 任 一 条 件 都 可 能 使 结论 不 成 立 . 

2) 根 的 存在 性 定理 又 叫做 零点 定理 ,证 明 方程 根 的 存在 性 与 分 布 非 常 有 效 . 

例 1-60 试 证 方程 x ” -3x=1 至 少 有 一 个 实 根 介 于 1 和 2 之 间 . 

证 ”构造 函数 Kx) = 和 -3x 一 1, 则 f(x) 在 [1,2] 上 连续 , 且 f(1) = -3,f(2) =25, 从 
而 区 间 端 点 处 函数 值 异 号 . 由 根 的 存在 定理 , 至少 存在 一 点 处 te (1,2) 使 得 f(&) =0, 即 方 
程 -3x =1 至 少 有 一 个 实 根 介 于 1 和 2 之 间 . 
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例 1-61 试 证 方程 x+e* =0 在 闭 区 间 [ -1,1] 内 有 唯一 的 实 根 . 
证 初等 函数 所 xz) =x +e” 在 闭 区 间 [ -1,1] 连 续 ,又 
f(-1)= -1+e-!<0,f(1)=1+e>0, 

即 作 -1)f(1) <0, 由 根 的 存在 定理 知 ,至 少 存在 一 点 &e( -1,1) ,使 /(é&) =0, 即 方程 x + es 
=0 至 少 有 一 个 根 介 于 -1 和 1 之 间 . 

再 证 唯一 性 . 

由 于 函数 所 xz) =x +e” 中 的 x 和 e” 在 [ -1,1] 上 均 是 单调 增加 的 ,因此 函数 f(x) = 
x+e” 在 [ -1,1] 也 是 单调 增加 的 ,从 而 有 % 关 tcf(x) 关 f(E) , 故 是 方程 x+e” =0 的 唯 
一 的 根 . 


习题 1 


1. 判断 正 误 : 

(1)f(x) =xsin x 是 偶 函 数 . 

(2) 若 函数 Ax) 在 xo 处 极限 存在 , 则 fx) 在 xo 处 连续 . 
(3) 分 段 函数 必 有 间断 点 . 

(4)tan 3x 与 sin 3x 当 x 一 0 时 是 等 价 无 穷 小 . 

(5) 无 界 函 数 不 一 定 是 无 穷 大 . 


sin % 


WE Wk ee 
WN i Wi i i hh 




















(Olim =1. 
(7) 数 列 x。 =( -1)" 一 收敛 于 1. 
(8)f(x) 在 点 xo 处 连续 则 有 lim f(x) =f(x0). ( ) 
2. 单项 选择 题 : 
(1) 下 列 极限 存 在 的 是 ( 
A. lim4” | Climlnyx D. lim sin 
X—0%0 x—% 3X- 一 1 X 一 0 + X 一 1 x—l 
(2) 函 数 扩 xz) 在 和 处 连续 是 lim Kx) 存 在 的 ( 。 )， 
A. 必要 条 件 B. 充 要 条 件 
C. 充分 条 件 D. 既 不 充分 也 不 必要 条 件 
(3)Ax) =2* 在 x=0 处 (  ). 
A. 有 定义 B. 极限 存在 C. 左 极 限 存在 D. 右 极限 存在 
(4) 当 0<x<+wm 时 f(x) = 二 ( 。 ). 
A. 有 最 大 值 与 最 小 值 B. 有 最 大 值 无 最 小 值 
C. 无 最 大 值 有 最 小 值 D. 无 最 大 值 无 最 小 值 
(5) 当 x 一 1 时 ,下 列 变量 中 为 无 穷 大 量 的 是 (  ). 
区 一 | C_ +1 D. 号 
X% 二 1 X% 一 1 X 一 1 
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| 
(6) lim (ssin py = 类 
A.0 B; 1 
(7) 当 x 一 0 时 ,与 V1+x 一 V1 一 x 等 价 的 无 穷 
A.x B; 2% 
3. 填空 题 : 


(D) 已 知 a,6 为 常数 ,lim 2 如 + -3, 则 a= 


(2)f(x) = Vx -3x+2 的 连续 区 间 是 
(3)x=0 是 f(x) = = 畦 的 间断 点 . 





C. % 


小 量 是 ( 姑 
全 








(4) 车 limg(%) =a(a 为 常数 ) , 则 limes( = 





[57 已 和 ln aeax -2, 则 常数 =  _. 
和 3x 





4. 下 列 各 对 函数 中 ,哪些 可 以 构成 复合 函数 : 
(1)f(u) =arcsin (2 +u),u =x2; 
(2)f(u) =In (1 -wu),u=sin 2x; 
(3)f( uw) =Vu,u=In 34s 

2% 
1+22 
5. 将 下 列 复合 函数 进行 分 解 : 
(1)f(x) = Vx -3x 一 4; 
CMOO Se 

(3)f(x) =In [sin (2x -1)]; 
(4)f(x) =arcsin (sinx+l). 
6. 求 下 列 数列 的 极限 : 

CLYy lon 2n—3 





(4)f(u) = arccos u,u = 





(2) lim 


3m2 +n+l 


me Sn id n>% HN 3 +472 一 人 


(3) tim (327 2 3) ， (4) lim( 


(5) lim Le (6) 全 
了 一 oo n 


Vn +n-n); 


es 


i 





n2 
1 
(7) lim ( Mit5 -Vi (0 ln 3 


1 


a 


ji 


jim 
QD in( YET-n) 
7. 求 下 列 函数 的 极限 : 


(1) lim (2x- —x+5); 


Coil 
X 一 "0 x 


二) 


. 1-vl+x 
i 


2 er— 
C7 lia VX +2x%1+2-1 


9 
MX 一 十 oo Eg 


(9) lim x( V9x* +1 —3x); 


i 入 
( Lu C9 = 


C3 Yim sin 5% 


二 sin 2x 


tan % 一 Sin % 


0) 罗 时 所 
(17) lim xsin 
xX—% x 


2arcsin x 


(19) lim i 





(x -1)10(2x -3)20 
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Qo) mm 人 1+2: 





3 一 
toy 
x %X—1l1 


(10) lim Me, 


; (11) lim <—e 2, 
ZX 一 oo 多 
《3 tan 2x — sin %. 
x—0 


(16)lim 


(18)lim i 


x 0X+SsSinx’” 


; Dd 
opm(1-) 











x % 一 1 
CD 名 (+ 下， (0 和 人 
8. 用 等 价 无 穷 小 替换 计算 下 列 各 极限 : 
. arctan 6x 
人 
Ne Wi C142 
9 : CD) 二 于 全 二 
10. 已 知 lim 6 _5, 求 a 
11. 已 知 lm (Vx +Mixi -x) =2, 求 上 
12. 设 函 数 
X21 
fx) -| 二 ， Y%Y 天 1， 
35 Wl 


讨论 函数 在 x =1 处 的 连续 性 . 


tan (2x +% 3) 
x20 sin (X 一 和 2) ” 
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13. 指出 下 列 各 函数 的 间断 点 ,并 指明 是 哪 一 类 间断 点 ? 


(Da) = (2)f(x) =efsi 
-1 
和 一 = 
(3)f(x) i (4)f(x) -| 本 
0， X= 一 1; 
2 x 一 4 
GD- 和 CO S| sa 59 和， 
3 sh 3, wy 
14. 设 
e”, X<0， 
名 1 =0; 
ms >0. 


求 lim f(x), limf\%) ,判断 及 x) 在 x=0 处 是 否 连 续 . 
15; 设 


本 
二 +ax， x<0. 
当 上 ,a 为 何 值 时 ,f(x) 在 x=0 处 连续 . 

16. 设 


x%>0, 


f(x) = 





sin % 
x 


f(x) =4%, x=0, 


2 x<0, 


a 
xsin—+1, x>0. 
% 


当天 为 何 值 时 ,函数 九 x) 在 其 定义 域内 是 连续 的 . 


17. 讨论 f(x) = 全 二 的 间断 点 . 
2* +1 


18. 证 明 方程 -14x -2=0 在 1 和 2 之 间 至 少 有 一 实 根 . 
19. 证 明 方程 x' 2* =1 至 少 有 一 个 小 于 1 的 正 根 . 
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导数 和 微分 是 微分 学 的 两 个 基本 概念 . 导数 是 反映 函数 相对 于 自 变量 变化 的 快慢 程度 
( 即 求 变 化 率 问题 ) ,微分 是 指明 当 自 变量 有 一 增 量 时 , 函数 大 体 上 变化 了 多 少 . 本 章 将 在 
极限 的 基础 上 ,系统 地 讨论 导数 和 微分 的 概念 及 相互 关系 . 


2.1 导数 的 概念 


1. 变速 直线 运动 的 速度 
由 物理 学 可 知 ,做 匀速 直线 运动 的 质点 速度 可 由 公式 ， = 一 来 表示 ,其 中 t 表示 时 间 ,s 


表示 时 间 i 内 运动 的 路 程 . 但 在 实际 问题 中 , 质点 运动 大 都 是 非 匀 速 (变速 ) 的 ,以 上 速度 
(平均 速度 ) 公 式 就 不 能 用 了 . 那么 如 何 来 描述 质点 做 非 匀 速 直线 运动 时 的 速度 呢 ? 

设 做 变速 直线 运动 的 质点 运动 规律 为 =s(i) ,当时 间 从 如 变 到 j +Ai 时 ,质点 运动 的 
有 路程 从 s(to) 变 到 s(io +Ai) ,其 路 程 的 改变 量 为 

As =s(to + At) -s(to), 
在 [to ,io +At] 这 段 时 间 内 质点 的 平均 速度 为 
> _s(t+Ato) -s(to) 
, At At | 

用 这 段 时 间 的 平均 速度 ?去 近似 代替 to 时 刻 的 即时 速度 ,然后 把 时 间 间 隔 不 断 地 减少 ,显然 
时 间 间 隔 越 小 ,这 种 近似 代替 的 精确 度 就 越 高 ， 当 时 间 间 隔 A: 一 "0 时 ,我们 把 平均 速度 "的 
极限 称 为 i 时 刻 的 即时 速度 (或 速度 ) , 即 








Dy 
v(to) = lim i la 


Ax—0 Al Ax—0 At 
2. 细胞 的 增殖 速度 
设 增殖 细胞 在 某 一 时 刻 t 的 总 数 为 N, 显 然 N 是 时 间 i 的 函数 :N=N(z) ,在 如 到 加 +A 
这 段 时 间 内 ,细胞 的 平均 增长 率 为 
AN _N(io + At) -No) 
Ai At 
它 在 At 趋 于 0 时 的 极限 (如 果 存 在 的 话 ) 就 是 细胞 在 6 时刻 的 增殖 速度 , 即 
N(ito + At) ~- N(t0) | 








v(to) = lim A lim 


At 0 Al Ai Ai 
3. 曲线 的 切线 斜率 
设 曲 线 方程 为 y= 了 f(x) ,点 Mo(xo, f(xo)) 为 曲线 上 的 一 个 定点 ,下 面 求 曲 线 在 点 
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Mo(xo, 拟 xo) ) 处 的 切线 斜率 (如 图 2 -1 所 示 ). 

在 曲线 上 另 取 一 点 M(xo + Ax, /(xo + Ax) ) , 作 
割 线 MOM, 则 割 线 MM 的 斜率 为 
Ay _f\xo + Ax) -f(xo) 
Ax Ax ; 

当 Ax 变 得 越 来 越 小 时 ,点 履 越 接 近 于 点 Mo , 制 
线 MoM 则 绕 着 点 Mo 转动 . 当 Ax 一 0 时 ,点 履 沿 曲 
线 y=f(x) 趋 近 于 Mo. 制 线 MoM 也 随 之 无 限 趋 近 于 
它 的 极限 位 置 一 切线 Mo7, 而 割 线 MoM 的 倾斜 角 ee 
9 趋 近 于 切线 MoT 的 倾斜 角 a, 即 割 线 MoM 的 倾斜 


角 o 的 极限 为 切线 MT 的 倾斜 角 a. 市 线 MM 的 斜率 k = tan 9 的 极限 为 曲线 在 定点 Wo 
处 切线 MoT 的 斜率 , 即 





k=tan p= 








Axwy — 
k=tan a = lim tan p= lim AY = lim f+ et fo) 


二 、 导 数 的 概念 


上 面 讨论 的 三 个 实例 虽然 来 自 不 同 的 问题 ,但 是 其 数学 形式 是 相同 的 ,都 是 当 自 变量 的 
增 量 趋 近 于 零 时 , 函数 的 增 量 与 自 变 量 的 增 量 之 比 的 极限 . 在 自然 科学 和 工程 技术 中 ,还 有 
许多 其 他 的 量 也 有 这 种 数学 形式 . 因此 ,可 以 撤 开 这 些 问题 的 实际 意义 , 仅 考虑 它们 在 数量 
关系 上 的 共性 . 

定义 2-1 设 函 数 y=f(x) 在 点 xo 的 某 个 邻 域 内 有 定义 , 当 自 变量 * 在 xo 处 有 增 量 


Ax 时 ,函数 有 相应 的 增 量 Ay =f(xo + Ax) -f(xo). 当 Ax 一 0 时 , 若 心 的 极限 存在 , 则 称 函 
数 y=f(%) 在 点 xo 处 可 导 , 和 否则 称 函 数 y =f(x) 在 点 xo 处 不 可 导 . 称 这 个 极限 值 为 函数 y = 
f(x) 在 点 xo 处 的 导数 (或 微 商 ) , 记 作 /'(xo) , 即 

Ay _ Jim f(xo + Ax) -f(xo) 


Ax Ax_’0 Ax 








/oo = 
也 可 记 为 


站 


了 








dy 
dx 





令 x =x + Ax, 导 数 的 定义 式 就 可 表示 为 如 下 形式 ,用 它 求 o 点 的 导数 更 为 方便 , 即 
2 yg 
PU 


%—Xo 
若 im 委 存在 , 称 它 为 函数 在 点 a 处 的 左 导数 , 记 作 户 (0) ; 称 lim， 久 为 函数 在 点 男 
Ax—0- 六 0 


处 的 右 导数 , 记 作 f 1 (xo). 显然 x%) 在 点 xo 处 可 导 的 充 要 条 件 为 1 (x) 和 .三 (xo ) 都 存在 , 且 
f+ (x0) =f (x0). 
人 表示 的 是 自 变 量 x 从 xo 变 到 xo + Ax 时 函数 y=f(%) 的 平均 变化 率 ,而 1'(xo) 则 是 
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函数 在 点 和 处 的 变化 率 - 

当 Ax--0 时 , 若 人 的 极限 不 存在 , 则 称 函数 y = 岂 z) 在 点 so 处 不 可 导 . 

如 果 函数 y=f(x) 在 区 间 (a,8) 内 的 每 一 点 都 可 导 , 则 称 函 数 /(x) 在 区 间 (a,b) 内 可 
导 , 这 时 ,对 于 区 间 (a,5) 内 的 每 一 个 值 +, 都 有 唯一 确定 的 导数 值 /"(*) 与 之 对 应 ,这 就 构 
成 了 一 个 新 的 西数 ,这 个 新 的 西数 徊 为 数 =/(<) 的 导 本 数 ,简称 导数 , 记 作 

Fj 或 下 天 克 
显然 ,函数 y=/(x) 在 点 处 的 导数 ,就 是 导 函 数 刻 (x) 在 点 xo 处 的 函数 值 , 即 
Frm) | 

有 了 导数 的 定义 ,前 面 所 讨论 的 两 个 实例 可 以 叙述 如 下 ， 

做 变速 直线 运动 的 质点 在 任何 时 刻 ， 的 速度 s(t) ,就 是 路 程 函数 (对 时 间 :的 导数 ， 
即 v(t) =s (zi). 

曲线 y=/(*) 在 点 Mo(xo, 用 xo) ) 处 切线 的 斜率 就 是 函数 y=/(x) 在 点 处 的 导数 , 即 

tan Qa =f "(xo). 


由 导数 的 定义 ,可 以 得 到 求 导数 的 一 般 步骤 . 








(1) 求 函数 增 量 
Ay =f(x + Ax) -f(x). 
(2) 算 比值 
Wy Ms+ hs) -Ka 
Ax 
(3) 取 极限 
ye fi f(x+Ax) -f(x) 
Ax 一 0 Ax 
例 2-1 求 常数 函数 y=C 的 导数 . 
解 (1) 求 函数 增 量 
Ay =f(x + Ax) -f(x) =C-C=0. 
(2) 算 比值 
By 
Ax ( 
(3) 取 极限 
tA = 
y = lim Ax= lim0 =0 
即 


例 2-2 求 暴 函数 y=x? 的 导数 . 
解 (1) 求 函数 的 增 量 
Ay= (x+Ax)? -x =x: +2xAx + (Ax)? 一季 =2xAx + (Ax)?. 
(2) 算 比值 ; 
LA) ED Ne 
(3) 取 极限 


A i 于 
yY = lim 和 lim (2x +Ax) =2x， 
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即 
(x2)' =2x. 
例 2-3 求 寡 函数 刀 (m 为 正 整数 ) 的 导数 . 
i 2 
=lim(nx" + C2x" -2h+C3x" 3h? 十 .…。 CE 


=nx"-l. 


以 后 还 将 证 明 对 于 一 般 的 宕 函数 y=x*(a 为 任意 实数 ) 的 导数 公式 


这 = awx -1. 


例 2-4 设 Ax) = 十 , 求 1 (4),f'( -3). 
解 /(z) =( 二 ) =(z-0) "= -1-1= 一方 ,1'( -3) = -二 


9 
例 2-5 求 正 弦 函 数 yY=sin x 的 导数 . 
解 〈1) 求 函数 的 增 量 

Ax 


Ay =sin (x + Ax) -sin %=2c0s (% + 全 )sin 一 


2 
(2) 算 比值 
Ax, Ax Az、，Az 
IE (x+ 7 ) sin 7 Bs (x+ 2 ) sin 7 
Ax Ax 本 Ax 
2 
(3) 取 极限 
Ax 
pi A i ee 
y = lim N= Lim cos (%+ 7 dn ot ] = cos x. 
2 
即 
(sin %) ”= cos x. 
同 理 可 得 


(cos %) "= — sin %. 
例 2-6 求 对 数 函数 y =log。 x 的 导数 . 
解 〈1) 求 函数 的 增 量 


Ay =log,(% + Ax) -log。x =log。(1 + 全) 


(2) 算 比值 
Ar - 工 Az) -= 荆 . 寺 Ax) -= 荆 Ax 去 
ay ee Azloge(1+ 六 ) logo(1+ 二 ) 2 
(3) 取 极限 
i We ER 
i a bt Xln w 


第 2 章 导数 与 微分 


即 
1 
xln a 





(log。x) "= 
当 c=e 时 ,得 自然 对 数 的 导数 
(ln x)’ = 





EY be 
i % 


三 .导数 的 几何 意义 
由 引 例 中 对 曲线 切线 斜率 的 讨论 可 知 ,函数 y=f/(x) 在 点 和 处 的 导数 (x0) 的 几何 意 
义 ,就 是 曲线 在 点 M(xo ,加 ) 处 切线 斜率 , 即 
f "(x0) = lim A =tan a 
由 导数 的 几何 意义 和 直线 的 点 斜 式 方程 ,可 得 曲线 y=f(x) 在 点 M(xo,yo) 处 的 切线 方 
程 为 


y -yo = 三 (xo)(% 一 %0). 
法 线 方程 为 


oe -i 7 x0) (f ' (x0) 天 0). 


例 2-7 求 曲线 y=sinx 在 点 | 午间 ] 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 
解 “ 由 导数 的 几何 意义 ,所 求 的 切线 斜率 为 








ki =Y" 2 = (sin x)" 本 = cos % =co 工 = 吨 
于 是 所 求 切线 方程 为 
2 2 T 
Pr 
即 
4x -4wV2y+4-T=0 
所 求法 线 斜率 为 
1 = -V2, 
于 是 所 求法 线 方程 成 为 
7- 守 = -VJ2(x -2 了)， 
即 
4x+2V2y -2 -页 =0. 
四 、 可 导 与 连续 的 关系 


定理 2 -1 如 果 函 数 y=f(x) 在 点 xo 处 可 导 , 则 它 在 点 ‰ 处 连续 . 
该 定理 也 可 简 述 为 “可 导 必 连续 ”但 这 个 定理 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 , 即 函 数 在 点 xo 处 
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连续 ,但 在 点 xo 处 不 一 定 可 导 . 
例 2-8 讨论 函数 











2 se=0;, 
y= = x<0 
在 点 x =0 处 的 可 导 性 (如 图 2 -2 所 示 ). 
解 ” 因 为 
Ay I0+Ax|—10| 1Axl 
ee Ax ”An 图 2-2 
所 以 左 导数 为 
Be A ly Ls 
Ax 0-Ax Ax;0- Ax Ax 0 
右 导 数 为 





m 
Az 0+ Ax Ax 0+ Ax Ax 0+ 


左 导数 \ 右 导数 存在 但 不 相等 ,所 以 


r=lsl= 人 XE0， 


在 点 x=0 处 不 可 导 . 
例 2 -9 讨论 函数 y = 次 (如 图 2 -3 所 示 ) ,在 点 x=0 处 
的 可 导 性 . 
解 ” 因 为 图 2-3 
Ay_ YO+Ax -0 _ 1 
Ax A YA 


—x, XY<0 











所 以 
lim Ax = lim | 二 oo 
Ax-0 Ay Ax-’0 MA) 
因此 y= 在 x =0 处 不 可 导 , 但 此 时 极限 为 无 穷 大 , 它 表 示 曲 线 y = 在 原点 处 有 一 条 垂直 
x 轴 的 切线 ( 即 y 轴 ). 
显然 函数 y = lz1 及 y = 次 在 点 x =0 处 为 连续 的 ,但 在 x =0 处 不 可 导 ， 


2.2 导数 的 运算 


根据 导数 的 定义 可 以 求 一 些 简单 函数 的 导数 ,由 上 一 节 的 例题 可 知 按 定 义 求 导 很 繁 ,有 
时 甚至 是 不 可 能 的 . 
是 否 有 更 为 简便 的 求 导 方 法 呢 ? 


一 、 导 数 的 四 则 运算 法 则 





u(x) 
v(x%) 





法 则 1 车 函数 u(x) ,v(x) 在 点 处 可 导 , 则 函数 w(x) +v(%x),u(%x) * v(x%)， 


(v(x) 半 0) 在 点 x 处 也 可 导 , 即 
(1)[u(x) +v(x)]’=u'(x) +v' (x). 
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(2)[a(z) .a(z)] =u (#) ox) + u(x) «v1(%). 
C3) L(x) 1 =hu'(%). 
u(z) ,uw (s)o(w) u(x)o'(x) 
CO) IE’ = os , 
四 则 运算 法 则 的 (1) (2) 均 可 推广 到 有 限 个 函数 的 情形 . 如 u,v,w 均 在 点 * 处 可 导 ， 
则 有 





[ui+v+w]’=u’ +v’ +w’, 
(uw)' =u'vw + uw + uvw'. 
例 2-10 求 函数 y=x” +2cos x -3In x 的 导数 . 
解 y=(x” +2cos x -3ln wx)’ 


= (好 ) +2(cos #)’ -3(In 4)' =5x4 -2sinx -过 
例 2-11 求 函 数 y=Vxsin x 的 导数 . 
解 y’= (Vxsin x)' = (Vx)'sin x +Vx(sin x)’ 


| DT 
一 + MXCos %. 


2Vx 























例 2 -12 求 函 数 y = 气 二 1 的 导数 . 
/ x2 -1,, x 1) (x +1) (x 1) (x +1)’ 
7 a = ee a ) 
= Cx 二 i 
例 2-13 求 正切 函数 y =tan x 的 导数 . 
解 ”因为 
y'= (tan x)' = 人 要 (sin % ) "cos 和 X(cos %) 
cos2x + sin2x ER 
了 Xs 
即 
(tan x) ”= sec2x. 
同 理 可 得 
(cot x)' = 一 csc2x. 

例 2-14 求 正 割 函 数 y = sec x 的 导数 . 
解 ”因为 

局 更 中 = sec xtan %, 

COS’% 

即 
(sec %)’ =sec xtan x, 

同 理 可 得 
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(csc %) "= 一 csc wceot x. 
例 2 -15 人 体 对 一 定 剂量 药物 的 反应 有 时 可 用 方程 R= 2 人 全- 3 来 刻画 ， 其 市 去 
为 一 正常 数 ,M 表示 血液 中 吸收 的 药物 量 . 衡量 反应 R 可 以 用 不 同 的 方式 : R 用 血 
压 的 变化 来 衡量 ,单位 是 mmHg; 若 反应 R 用 温度 的 变化 衡量 , 则 单位 是 祁 . 求 9 (这 个 导数 


反映 人 体 对 药物 的 敏感 性 ). 
dR CG Mx MM 


dk _ GM 2 
解 m3 3) 3 =MC—-M.. 


二 、 反 函数 的 求 导 法 则 
定理 2-2 设 函 数 * =f(y) 在 某 个 区 间 内 单调 .可 导 , 且 f'(y) 关 0, 则 其 反 函 数 y = 
广 :(x) 在 对 应 区 间 内 也 可 导 , 且 


We yb >: 


1 , 
-7 或 唾 -下 或 各 = 太 : 
dy 
这 就 是 说 , 反 函数 的 导数 等 于 原 函 数 导 数 (不 等 于 零 ) 的 倒数 . 
例 2-16 已 知 y=a*(a>0,az1), 求 y'. 
解 ” 函数 x=log。 yy 在 (0, + o ) 上 单调 \ 可 导 , 且 























(log。 7) = 二 0 
由 定理 2 -2, 它 的 反 函 数 y =a” 在 对 应 区 局 内 可 导 和 
(ax ) "= Ce 7 =H ealn eo. 
即 
(a*)’'=a’*ln a. 
特别 地 有 
(6 )" =6”. 
例 2-17 已 知 y=arcsin x,xe( -1,1),ye( -3 天 
解 ”函数 x=siny 在 区 间 ( 1 ,也 ) 上 单调 、 可 导 , 目 (sin y)"=cos y>0, 由 定理 2 -2， 
ne -1,1) 内 可 导 , 且 
El i WY a A 全 
(Caresin wy = (siny)’ cosy i pM 
即 
(arcsin x)' = lL - 
V1 -x 
同 理 
(arccos %) "= 一 2 9 
V1 一 和 
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i 1 
arctan es 
Se - 1+x? 





(arc cot x)'=— 


三 、 复 合 函 数 的 求 导 法 则 


法 则 2 设 函 数 w=gqp(x) 在 点 * 处 可 导 , 函 数 y=f(u) 在 对 应 点 处 可 导 , 则 复合 函数 
y=f Log(x) ] 在 点 x 处 可 导 , 且 
y' (x) =f'(u) . 9p'(%). 
此 法 则 也 可 记 作 


Ue dy Sd i 
dx du dx 或 二 多 


这 就 是 说 , 求 复 合 函 数 y=f[ g(x) ] 的 导数 时 ,等 于 复合 函数 对 中 间 变 量 的 导数 乘 以 中 
间 变 量 对 自 变 量 的 导数 . 复合 函数 的 求 导 法 则 亦 称 链 式 法 则 ,这 个 法 则 可 以 推广 到 多 个 中 
间 变 量 的 情形 . 如 y =f(w) ,w=g(v) ,v=w(%x) ,那么 复合 函数 y=f[gp(y(x) ) ] 的 导数 为 
y(x) = 三 (2)p (v) (x). 
例 2-18 求 函数 y= V3x -5x+2 的 导数 . 
解 ”函数 y= V3x -5x 人 Vu,u=3x? -5x +2 复合 而 成 的 ,因为 
和 us =6x —5, 
所 以 
| 6x—5 
"=y “=————(6r-5)=—— oe; 
2 避 2 2 V3x -5x +2 
例 2-19 求 函数 y =ln cos 6x 的 导数 . 
解 ”函数 y=ln cos 6x 可 以 看 成 由 y=ln w,wu=cosv,v=6x 复合 而 成 的 ,因为 
pong | 


Ya u, = —sinv, v=6, 


所 以 


ga = 二 。 ( -sino)6= -6tan 6x. 


应 用 复合 函数 的 求 导 法 则 , 求 所 给 函数 的 导数 的 关键 是 要 把 所 给 的 函数 分 解 成 若干 个 
基本 初等 函数 或 基本 初等 函数 的 和 、 差 积 、 商 ,利用 复合 函数 的 求 导 法 则 逐 层 进行 求 导 . 
在 熟悉 了 复合 函数 求 导 法 则 之 后 ,中 间 变 量 在 求 导 过 程 中 可 以 不 必 写 出 来 ,按照 “由 外 
向 内 , 逐 层 求 导 ” 的 原则 即 可 . 
例 2-20 求 函数 y =sin (cos"x) 的 导数 . 
“ 解 y’=[sin (cos2x)]'=cos (cos2x)(cos2x) 
= cos (cos2x)2cos x( cos %)’ 
=cos (cos2x)2cos x( — sin x) 


= — sin 2xcos (cos2x). 
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例 2 -21 求 函数 y =ln Ix! 的 导数 . 
解 当 x>0 时 ,y =(ln [zl)'=(In #)' = 
当 x <0 时 ,y’=(In J | 
—X XX 
所 以 
y =(ln lx) = 二 





例 2 -22 求 函数 y = In /< 的 导数 . 
解 ”因为 


区 一 
X% 二 1 





本 =3 [ln (*-1) -In (x+1)]， 


所 以 


I 二 ee Pg el! 国 1 En | 
多 = 二 [ln (*-1) -In (x+1)] = 和 = 











例 2 -23 求 函 数 y = -一 co9 2 的 导数 
解 “ 因 为 


cos 2X cos2x -sin2x 
三 = 一 (cosx+sinxX)， 





sinx—cosx sin% 一 cosx 
所 以 


yY' = 一 (cosx+sin%) =sin% 一 cos%. 


由 例 2 -22、 例 2 -23 可 知 , 在 求 导 前 应 尽 可 能 把 函数 化 简 成 便于 求 导 的 形式 . 


四 、 隐 函数 的 导数 


对 于 两 个 变量 之 间 的 对 应 关系 ,可 以 用 不 同 的 方式 表达 . 其 中 ,一 种 表达 方式 y =f(x) 
称 为 显 函 数 . 另 一 种 表达 方式 中 x 与 y 之 间 的 对 应 关系 可 由 方程 F(x,y) =0 来 确定 ,如 
cos (xy) =% 等 . 此 时 称 方程 R(x,y) =0 确定 了 一 个 y 关于 x 的 隐 范 数 . 把 一 个 隐 函 数 化 


成 显 函 数 , 称 为 隐 函 数 的 显 化 . 但 有 的 隐 函 数 的 显 化 是 很 困难 的 . 


对 隐 函 数 ,不 显 化 如 何 求 它 的 导数 呢 ? 可 把 方程 (x,y) =0 中 的 y 看 成 是 x 的 函数 
(或 x 看 成 是 y 的 函数 ) ,并 按照 复合 函数 的 求 导 法 则 ,方程 两 边 对 * 求 导 , 就 可 求 出 隐 函 数 


的 导数 . 
例 2-24 求 由 方程 x* + =R 所 确定 的 隐 函 数 导 数 y'. 
解 方程 两 边 对 x 求 导 . 并 注意 到 六 是 x 的 复合 函数 ,有 
2x +2yy% =0， 
得 


y= 一 一 
y 


一 般 地 ,由 方程 F(x,y) =0 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 y; 中 , 仍 常 含有 >. 
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例 2-25 求 由 方程 sn (xy) =x 所 确定 的 隐 函 数 导 数 y. 
解 ”方程 两 边 对 x 求 导 ,有 
cos (xy) (y+xy%) =1, 





得 
; _1 —xcos (wy) 
= M 
xcos (xy) 
‘3 
例 2-26 求 枯 国 每 + 条 =1 在 点 14 人] 处 的 切线 方程. 
解 方程 两 边 对 * 求 导 , 得 
Ds 
和 
即 
和 
将 P(1 4 代入 ,得 所 求 切线 的 斜率 
4.1 a 
k=y|, =- = 一 
yx 7 0 6 
3 
则 切线 方程 为 
7 -4 1), 
即 
x%+3V2y-9=0. 


利用 隐 函 数 的 求 导 方法 ,还 可 以 简化 一 些 显 函数 的 求 导 运算 . 如 对 某 些 显 函 数 y = 
f(x) 直接 求 导 比 较 困 难 或 很 诬 烦 时 ,可 先 对 等 式 两 边 取 对 数 , 变 成 隐 函 数 的 形式 ,然后 利用 
隐 函 数 的 求 导 方法 求 出 它 的 导数 ,这 种 方法 称 为 对 数 求 导 法 . 


3 
求 渗 数 y= /(*-1)(%-2) 辽 
解 ” 等 式 两 边 同 时 取 对 数 , 得 
Iny=3[In (x-1) +ln (x-2) -ln (x-3) -In (x-4)], 
两 边 对 x 求 导 , 得 








即 
| ( 1 a ee | ) 
了 二 全 xX—-2 x-3 x-4 


We 1 1 1 
-3 ee a 
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例 2-28 求 寡 函 数 y =x" (其 中 x>0,a 为 任意 实数 ) 的 导数 . 
解 ”等 式 两 边 同 时 取 对 数 ,得 


ln y=aln x. 
两 边 对 x 求 导 ,得 
y' =a 
即 
Le Aa 2 a-l 
y Sm os 
所 以 


例 2-29 求 指数 函 数 y=a*(a>0,az1) 的 导数 . 
解 ” 等 式 两 边 同时 取 对 数 ,得 
Iny=xln a 
两 边 对 % 求 导 , 得 
J =]ln a. 
3 
即 
y’' =yln a=a’”ln a. 
所 以 
(a”*)'=a’*ln a. 
特别 地 , 当 a =e 时 
(e”)’'=e”. 
例 2-30 求 函数 y= (sin x)” 的 导数 . 
分 析 : 这 个 函数 既 不 是 宪 函 数 ,也 不 是 指数 函数 ,底数 与 指数 均 含 有 自 变 量 *, 故 称 为 震 
指 函 数 . 求 这 类 函数 的 导数 可 用 对 数 求 导 法 . 
解 ” 等 式 两 边 同 时 取 对 数 ,得 
ln y=%ln sin x%. 
两 边 对 x 求 导 ,得 
1 COS % 


—y’ =]n sin % +% ———, 
y sin % 





即 
COS X 
sin x 


例 2-31 求 反 正弦 函数 y=arcsin x( -1<x<1) 的 导数 . 
解 由 y=arcsinx( -1<x<1), 得 





7 =y( sin 和 十 和 )=Csin #)*(In sin % + xcot %). 


两 边 对 4 求 导 , 得 


所 以 
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RISE 
cos v1 — sin2y v1 二 到 
即 
(arcsin x%)' = 1 
1 
为 了 便于 查阅 , 现 将 基本 初等 函数 的 求 导 公 式 列表 如 下 : 
() (0)'=0; (2) (xm) = 
(3) (a”)'=a’In ai (4)(e”)'=e”; 
(5) (log, *)' =——; (6) (ln #)' = 一 ; 
xln a 区 
(7)(sin %) = cos x; (8)(cos%x)’'= —sin%x; 
(9) (tan x)' = sec2x; (10) (cot x)’ = -csc2x; 
(11) (sec x%)' = sec xtan %; (12) (csc x)’ = 一 csc xcot x; 
(13) (arcsin x)’ = 人 (14) (arccos x)'= — re 
(15) (arctan i (16) (arccot x)’ = 2 


利用 上 面 的 基本 初等 函数 求 导 公 式 及 前 面 所 学 的 导数 四 则 运算 法 则 和 复合 函数 的 求 导 
法 则 ,就 可 以 计算 初等 函数 的 导数 了 . 
五 .参数 方程 所 确定 函数 的 导数 
对 参数 方程 
f =p(t), 
y=w(2), 
设 函 数 x =gp(t) 具 有 单调 连续 的 反 函 数 1=gp ~!'(x) , 则 由 参数 方程 所 确定 的 函数 可 以 看 成 
是 y=y(t) 和 :=gp-!1(%x) 复 合 而 成 的 函数 . 假设 x*=g(it) 和 y=y(t) 均 可 导 , 且 9p'(1) #0， 
于 是 根据 复合 函数 的 求 导 法 则 ,有 


即 


这 就 是 由 参数 方程 所 确定 的 函数 y(*) 对 * 的 导数 公式 . 
例 2-32 已 知 椭圆 的 参数 方程 为 
%=acost, 
让 = bsin 1, 
求 椭圆 在 := 才 的 点 处 的 切线 方程 . 
49 


医学 高 等 数学 








解 当 : = 才 时 ,椭圆 上 对 应 的 点 Mo 的 坐标 为 








=acos 工 =\ 必 < Si 
0 4 2 yo 4 pp 
椭圆 在 点 Mo 处 的 切线 斜率 为 
pe dy _ (bsin 1)" _ _beost Rb 
dx | -于 (acost)' | := 于 asint | 1=T a 
于 是 椭圆 在 点 Mo 处 的 切线 方程 为 





py 
妈 
bx +ay -V2ab =0. 
六 、 高 阶 导数 
一 般 地 ,如 果 函 数 y=/(x) 的 导数 =/'(4) 仍 是 可 导 函 数 ,那么 称 /(*) 的 导数 为 /() 


的 二 阶 导数 , 记 作 
I n d2 > d? 多 
JJr(a] ，9 生 或 二 ， 


即 
多 =(Y) jz) =[f zxz)] 
dp 2 Lay) 或 上 人 - (9 ). 





dx? dxz2 dx 
类 似 地 可 定义 (x) eh 四 阶 导数 ,…… 
它们 分 别 记 为 
y”, f(x), 呈 计 全 
4 
,9s) ,上 或 区 


一 般 地 ,f(x) 的 n-1 阶 导数 的 导数 ， Ete 阶 导数 , 记 为 
yf (x), 


二 阶 及 二 阶 以 上 PE 
Y=f(x) 在 点 xo 处 的 n 阶 导数 , 记 为 


sp ab) 


例 2-33 求 函数 y=6x” -3x? +x oe 

解 yY=18x2 -6x +1,y"=36x -6,y”=36,y(4) =0. 
一 般 地 ,一 个 n 次 多 项 式 的 n 阶 导数 为 常数 ,n+1 阶 导数 为 零 . 
例 2-34 求 函数 y =e sin xy 的 二 阶 导数 . 

解 y’=-e *sinxte *cos x%= -e *(—cos%+sin%), 
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y=e *(—cosx+sinx) —e “(sinx+cos %) = 一 2e-*cosyx. 
例 2-35 求 指数 函数 y=a” 的 n 阶 导数 . 
解 y'’=a’lna,y”=a’ na,y”=a” In?a,.… 
一 般 地 
y™) = az In"a. 


在 求 n 阶 导数 时 ,应 注意 探究 在 导数 阶 数 增高 过 程 中 导数 的 变化 规律 ,以 便 归 纳 得 出 


结论 . 
例 2-36 求 正弦 函数 y=sin% 的 nn 阶 导数 . 
解 y =cos x =sin 3 + (保持 三 角 函 数 名 称 与 求 导 前 相同 ,以 便 探索 变化 规律 ). 


y”=cos (六 + = sin | = sin (2 。 pa 


=608 (2 。 3 = sin [于 +[2 旨 信 +%]] = sin (3 2 


上 面 每 求 一 次 导数 ,结果 函数 名 称 不 变 ,而 自 变 量 增 加 一 个 > ,因此 
y(") = sin (n 5 pe 
例 2-37 已 知 一 物体 运动 的 路 程 函数 为 *=10sin (3i+5) , 求 物体 的 加 速度 . 


解 v=s’=30cos (3i +5)， 
a=v =s"= -90sin (3t +5). 


2.3 函数 的 微分 


一 、 微 分 的 概念 


实例 :一 块 正方 形 金属 薄片 受 温度 变化 的 影响 ,其 边 长 从 
xo 变 到 xo + Ax, 问 此 薄片 面积 改变 了 多 少 ? 
设 此 薄片 的 边 长 为 x, 面 积 为 4, 则 4=x?. 当 边 长 x 从 xo 
变 到 xo + Ax 时 ,相应 的 面积 4 改变 量 为 
AA = (xo + Ax)? —x? =2x0Ax + (Ax)”. (1) 
A4 由 两 部 分 组 成 :第 一 部 分 2xoAx 是 Ax 的 线性 函数 (图 2 -4 
中 带 有 和 斜 线 的 两 个 矩形 面积 之 和 ) ,第 二 部 分 (Axz) (图 2-4 
中 的 小 正方 形 面 积 ) 是 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 . 因此 当 1Ax1 很 小 图 2-4 
时 ,第 一 项 2xoAx 是 主要 的 ,第 二 项 (Ax)” 是 次 要 的 , 故 可 得 A4 的 近似 值 
AA~2x0Ax =A’ ee Ax. 
这 时 所 产生 的 误差 是 较 Ax 高 阶 的 无 穷 小 . 
对 于 一 般 函 数 ,是 否 也 有 类 似 情形 呢 ? 
定义 2 -2 设 函 数 y=f(x) 在 xo 的 邻 域 U(xo,6) 内 有 定义 ,xo 及 xo + Ax 在 该 邻 域内 ， 
如 果 函 数 的 增 量 Ay =f(xo + Ax) -f(xo) 可 表示 为 Ay =4Ax +o(Ax) ,其 中 4 是 不 依赖 于 Ax 
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的 常数 ,o( Ax) 是 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 . 那么 称 函 数 y =f(x) 在 点 xo 是 可 微 的 ,而 4Ax 称 为 
函数 y=f(x) 在 点 xo 处 的 微分 , 记 作 dy, 即 


dy =4Ax. 
若 y=f(x) 在 点 xo 处 可 微 ,由 定义 Ay =4Ax +o(Ax) ,此 式 两 边 同 除 以 Ax 得 
Ay _ 4 ,0(Ax) 
Ax Axw 


当 Ax 一 0 时 ,有 4=f'(xo). 
因此 , 若 函 数 y = 灰 x) 在 点 xo 处 可 微 , 则 y=f(%) 在 点 xo 处 一 定 可 导 , 且 4 =f "(xo). 


反之 ,如 函数 y=f(%) 在 点 可 导 , 即 lim 入 =/ "(xo) ,根据 无 穷 小 与 极限 间 的 关系 ,有 


A = 六 (mo) +a, 
其 中 lim aw =0, 得 
Ax 一 0 
Ay =f "(x0)Ax +a( Ax), 
即 
“Ay =f "(xo) Ax +o(Ax). 
所 以 函数 y=f(x) 在 点 xo 可 微 . 


二 ,可 微 的 条 件 


定理 2 -3 函数 y=f(%) 在 点 xo 处 可 微 的 充分 必要 条 件 是 y=f(x) 在 点 xo 处 可 导 , 且 
A=f "(x0) ,Bh dy = 三 (xo)Ax. 
通常 将 自 变量 x 的 增 量 Ax 称 为 自 变量 的 微分 , 记 作 dx , 即 dx = Ax. 
”函数 y=f(x) 在 任意 点 x 处 的 微分 称 为 函数 的 微分 , 记 作 dy, 即 dy =f "(x) dx. 


最 初 引入 导数 符号 入 的 时 候 ,一 直 将 它 作为 一 个 不 可 分 割 的 记号 ,现在 就 不 单单 
是 导数 的 一 个 符号 ,也 可 看 做 函数 微分 与 自 变量 微分 之 商 ,所 以 导数 也 称 为 微 商 
三 、 微 分 的 几何 意义 


设 函 数 y=f(x)( 图 2 -5), 在 x 轴 上 取 点 x 
与 x+Ax, 在 曲线 上 有 相对 应 的 点 M(x, f(x)) 
和 M'(x+Ax, f(x +Ax)), 过 MM 点 作 倾斜 角 为 
a 的 切线 MT, 交 M'P 于 Q ,根据 微分 定义 有 

dy =f '(x)Ax =tan a * Ax = PQ. 

因此 ,函数 y=f(x) 在 点 x 处 微分 的 几何 意 
义 , 就 是 曲线 y =f(%) 在 点 有 M(x, f(x) ) 处 对 应 
这 一 横 坐 标 改 变量 时 切线 MT 的 纵 坐 标的 改变 
量 PO 

例 2-38 设 函 数 y=x? 一 5x+2, 在 点 x=1 处 ,分 别 计算 当 Ax =0.1 与 Ax =0.01 时 函 
数 的 改变 量 Ay 与 微分 dy. 

解 ”函数 的 改变 量 
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Ay=[(x+Ax) -5S(x+Ar)+2]-(x2 -5x+2) =(2x -5)Axz+(Ax)2. 


函数 的 微分 为 


dy =f "(x)Ax = (2x -5)Ax. 


当 x=1,Ax =0.1 时 ， 


Ar 三 


当 w=1, Ms =0.01 时 ; 


-0.29, dy = -0.3. 


Ay = -0.0299, dy = -0.03. 
从 以 上 等 式 可 以 看 出 ,Ay - dy = (Ax)?, 当 1Ax1 减 少时 ,Ay - dy 减少 得 更 快 . 因此 , 当 
Ax 很 小 时 ,可 以 用 dy 近似 地 代替 Ay, 从 而 简化 了 计算 . 


四 、 微 分 的 运算 


由 dy =f "(x)dx 可 知 , 要 计算 函数 的 微分 ,只 要 求 出 函数 的 导数 ,再 乘 以 自 变量 的 微分 
就 可 以 了 ,所 以 从 导数 的 基本 公式 和 法 则 能 直接 推出 微分 的 基本 公式 和 法 则 . 


1. 基本 初等 函数 的 微分 公式 
(1)dC =0; 

(3)d(az ) =a*ln adx; 
($)d(log。x) = 二 -dxi 
(7)d(sin x) =cos xdx; 
(9)d(tan wx) = sec2xdx; 
(11)d(sec x) = sec xtan xdx; 





(13)d(arcsin x) = dx; 


1 一 和 


(15)d(arctan x) Ss 
1l+%x 


2. 函数 和 、 差 、 积 、 商 的 微分 法 则 


设 函 数 uw 都 是 x 的 可 微 函数 ,k 为 常数 , 则 


(1)d(wu+v) =du+tdv; 
(3)d(ku) =kdu; 


3. 一 阶 微分 形式 不 变性 


(2) d(x°) =ax® dx; 
(4)d(e”) =e dxi 


Fn = 二 di 


(8)d(cos x%) = — sin xdx; 

(10)d(cot x) = 一 csc2xdx ; 

(12)d(cesc x) = -csc xcot xdx; 

1 

v1 a 
1 

1l+% 





(14)d(arccos x) = 一 


(16)d(arccot x) = — 





3d%. 


(2)d(w) =vdu + udv; 
wy _vdu—udv 
C4)al 9 ) SS v2 


设 函 数 u=gp(x) 在 点 x 处 可 微 ,y =fw) 在 点 4 处 可 微 , 则 复合 函数 y=f [g(x) ] 在 点 % 


处 也 可 微 , 且 微 分 为 


dy={f[p(x)]}'dx=f' [p(x)]p' (x)dx =f "Lp(x) Jdp(x) =f "(uu) du. 
由 上 式 知 ,如 把 w 看 成 自 变量 时 , 则 与 原来 的 微分 形式 一 样 . 即 u 是 中 间 变 量 还 是 自 变 
量 , 其 微分 形式 不 变 ,这 个 性 质 称 为 一 阶 微分 形式 不 变性 . 当 我 们 在 求 复合 函数 的 微分 时 ， 
可 以 利用 复合 函数 的 求 导 法 则 ,再 乘 以 自 变 量 的 微分 ;也 可 以 用 微分 形式 不 变性 进行 计算 . 


例 2-39 求 函数 y= V3 +2x+5x? 的 微分 . 


解法 一 dy =d( V3 +2x +5x*) =(V3+2x+Sx ) “dx 
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2 +10x 1 +Sx 
= a 三 dx. 
9 /34+2% 145 M3 +2x + 5 
2 
解法 二 dy =d( V3 +2x+52) =4( +2+ 1 
2 V3 +2x +5x? 
2 +10x 2 1 +Sx ee 
2 V3 +2x +5x’ IFES 
例 2-40 求 函数 y=e “sin 2x 的 微分 . 
解 dy =d(e-3*sin 2x) =sin 2xd(e-*) +e **d(sin 2x) 
= -3e-3sin 2xdx +2e -Ycos 2xdx 
=e-3x(2cos 2x -3sin 2x) dx. 


例 2-41 在 下 列 等 式 左 端的 括号 中 填 人 适当 的 函数 ,使 等 式 成 立 : 











(1)d( ) =x2dx; (2)( )=cos 2xdx; 
=ew ， 上 上 
(3 Fr 
解 (1) 因 为 
d(x?) =3x2dx， 
或 写成 
a() = 和 dx， 
即 
d 人 2dx 
(3)=: 
一 般 地 ,有 
3 
d( 守 +C) =*?dx (C 为 任意 常数 ). 
(2) 因 为 
d(sin 2x) =2cos 2xdx, 
或 写成 
df sin 2z] = cos 2xdx ， 
一 般 地 ,有 
d( 广 sin 2x +C) =cos 2xdx (C 为 任意 常数 ). 
(3 ) 因为 
WE 
d(e”*) =e 
或 写成 
d(2et) di. 
一 般 地 ,有 
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d(2eF + C) 和 dx (C 为 任意 常数 ). 


五 、 微 分 在 近似 计算 中 的 应 用 


在 工程 问题 中 ,经 常会 遇 到 一 些 复杂 的 计算 公式 ,如 果 直 接 用 这 些 公 式 进 行 计算 ,计算 
量 会 比较 大 . 利用 微分 往往 可 以 把 复杂 的 计算 公式 改 用 简单 的 近似 公式 代替 ,我们 知道 , 若 
函数 y=f(x) 在 区 间 (a,b) 内 可 微 ,由 微分 的 意义 , 当 1Axl| 很 小 时 ,有 

Ay~dy =f "(xo) Ax. 1) 

一 般 说 来 ,1Ax1 越 小 ,近似 的 程度 越 好 ,而 dy 较 Ay 容易 计算 . 

式 (1) 也 可 表示 为 

fl(xo +Ax) ~f(xo) +f "(xo)Ax, 
今 x0o + Ax=x, 则 i 
f(x) ~f(x0) +f "(xo)Ax. (2) 
在 式 (2) 中 若 取 xo =0, 有 
f(x) =f(0) +f "(0)x. (3) 

例 2-42 有 一 个 半径 为 10cm 的 球 ,表面 上 镀 铜 , 铀 的 厚度 为 0.005cm. 求 所 用 铜 的 体 
积 近 似 值 . 

解 ” 设 球 半 径 RR, 即 R=10cm, 则 

AV~dV=VAR= [on 'AR =4TR2AR =4mn x10? x0. 005 ~6. 28 em’. 
即 需要 6. 28cms3 的 铜 . 
例 2-43 计算 sin 30°30' 的 近似 值 . 
解 设 f(x) =sinx, 则 f'(x) =cosx, 由 近似 公式 (2) ,得 


sin x%~sin Xo + Cos xoAx, 


取 xo =-6,Ax=360 代 人 上 式 ,得 


CR 要 站 全 
sin 30°30’ = sin (30 +30 ) =sin (6 +360) sin 6 + Cos 6 “360 





= 于 十 -0 5000 + 0. 0076 =0. 5076. 


720 
例 2-44 当 x 很 小 时 ,常用 到 下 列 近 似 公式 : 
(1)(1 +x)°~=1] +ax; (2)e”~] +x; 
(3)ln (1 +x) ~x; (4)sin x~x; 
(5)tan x~x; (6)arcsin x~x; 


(7)arctan x~=x. 
下 面 只 就 公式 (1) 进 行 证 明 ,其余 请 读者 自行 证 明 . 
证 设 几 xz) =(1+x)*, 则 
R'm 
由 近似 计算 公式 (3) ,得 
(1 +x)“ 一 ] + ox. 
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24 导数 的 应 用 


前 面 给 出 了 导数 概念 及 求 导 法 则 ,本 节 将 利用 导数 来 研究 函数 的 某 些 性 态 ,如 判断 函数 
的 单调 性 和 凹凸 性 , 求 函 数 的 极 值 与 最 值 ,并 利用 这 些 知 识 解 决 一 些 实际 问题 ,如 求 函 数 的 
极限 等 . 首先 来 研究 在 微 积分 理论 中 占有 重要 地 位 的 微分 中 值 定理 . 


微分 中 值 定理 主要 包括 罗 尔 定理 \ 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 柯 西 中 值 定理 . 

1. 罗 尔 (Rolle) 中 值 定理 

定理 2 -4( 罗 尔 中 值 定 理 ) 设 函 数 /(x) 满 足 : 

(1) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ， 

(2) 在 开 区 间 (a,b) 内 可 导 ， 

(3)f(a) =f(2), 
则 至 少 存在 一 点 te (a,b) ,使 f'(&) =0. 

罗 尔 中 值 定理 的 几何 意义 :在 闭 区 间 [a,5] 上 一 图 2-6 
条 连续 曲线 y =f(x) 上 每 一 点 都 有 不 平行 于 y 轴 的 切 
线 , 在 闭 区 间 [a,b] 的 两 个 端点 a 与 b 的 函数 值 相等 , 即 f(a) =f(5) , 则 曲线 上 至 少 有 一 点 ， 
该 点 处 的 切线 平行 x 轴 ( 图 2 -6). 

有 必要 指出 , 罗 尔 中 值 定理 的 条 件 有 三 个 ,缺少 其 中 任何 一 个 条 件 , 定 理 将 不 一 定 成 
立 . 还 需 指出 , 罗 尔 中 值 定理 中 的 条 件 是 充分 条 件 , 不 是 必要 条 件 , 即 定理 的 逆 命 题 不 成 立 . 

例如 f(x) = (x -1) 在 [0,3] 上 不 满足 罗 尔 中 值 定理 的 第 三 个 条 件 (f(0) 闭 f(3)) ,但 
是 存在 £=1e (0,3) ,使 f'(1) =0. 

例 2-45 不 求 出 函数 (x) =x(x 一 1) (x -2)(x -3) 的 导数 ,说 明 方程 六 (*) =0 有 几 
个 实 根 ,并 指出 它们 所 在 的 区 间 . 

解 ” 因为 f(x) 在 ( -o ,+%) 上 连续 可 导 , 并 且 有 f(0) =f(1) =f(2) =f(3) =0, 由 罗 
尔 中 值 定理 可 以 得 到 :在 区 间 (0,1) ,(1,2) ,(2,3) 内 各 至 少 存在 一 点 所 ,所 ,63 ,使 得 

f'(&1)=f (6) =f'(é3) =0. 

而 一 元 三 次 方程 f'(x) =0 最 多 有 三 个 实 根 , 故 在 区 间 (0,1),(1,2),(2,3) 内 各 有 一 个 
实 根 . 

2. 拉 格 朗 日 (Lagrange) 中 值 定理 

设 y=f(x) 为 区 间 1 上 的 可 导 函 数 ,A(a, f(a)) 与 B(b, f(b)) 是 曲线 y =f(x) 上 的 任意 
两 点 ,将 直线 段 4B 平行 移动 ,在 区 间 (a,8) 内 总 能 找到 一 个 位 置 ,在 该 位 置 直线 48 与 曲线 
恰好 相 切 (图 2 -7) ,这 就 是 微分 学 理论 中 重要 的 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 

定理 2 -5( 拉 格 朗 日 中 值 定理 ) ” 若 函 数 /(x) 满 足 : 

(1) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ， 

(2) 在 开 区 间 (c,2) 内 可 导 ， 
则 至 少 存在 一 点 &e (a,b) ,使 得 
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f"(é) = ee /0 


拉 格 朗 日 中 值 定理 的 几何 意义 如 图 2 -7 所 示 , 将 直线 段 | ， 
4B 平行 移动 至 与 曲线 只 有 一 个 交点 处 ,如 图 中 的 x = 处 的 切 
线 的 斜率 即 为 1'(&) ,因为 两 条 直线 平行 ,所 以 1'(&) 与 直线 段 
48 的 斜率 ip 相等 . 而 le Be 
kap -=A A 图 2-7 





于 是 有 
1(8) -A A, 


& 就 是 满足 定理 结论 的 点 . 式 (1) 称 为 拉 格 朗 日 中 值 公式 ,要 注意 它 还 有 如 下 变形 : 
f(8) -Ka) =f '(é£) (ba) (a<é<b). 
f(b) =f(a) +f'(€)(b -a) (a<é <b). 
Ay=f'(x+0Ax)Ax (0<0<1). 
上 述 公式 均 称 为 拉 格 朗 日 中 值 公式 
由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 容易 得 到 两 个 有 用 的 推论 . 
推论 1 函数 y=/(x) 在 (a,5) 内 可 导 , 且 f/'(x) =0 则 f(x) 在 区 间 (a,6) 内 是 一 个 
常数 . 
证 明 任 取 xi ,x e (a,b) ,假设 x1 <%z, 因 为 (x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 
定理 的 条 件 , 则 有 | 
f(x2) =f(x1) +f '(€) (x2 —%1), Ee (a,b). 
由 假设 知 f'(g) =0, 所 以 可 得 f(xs) =f(x1). 这 就 是 说 ,在 开 区 间 (a,5) 内 任意 两 点 的 
函数 值 都 相等 ,所 以 f(x) 在 区 间 (a,5) 内 是 一 个 常数 . 


例 2-46 证 明 arcsin x +arccos x = 工 . 





2 
证 明 构造 函数 
f(x) =arcsin x +arccos x, xe(—-1,1). 
则 
f'(x) =(arcsin x)’ + (arccos %)' = l aa =0: 
1 一 和 1 -x 
由 推论 1 知 f(x) 是 [ -1,1] 上 的 一 个 常数 . 
为 了 确定 这 个 常数 的 值 ,在 [ -1,1] 中 取 x = 二 ,这 时 
1 半生 
arcsin 7 = 6， Mec0s 了 = 了 3， 
于 是 
arcsin + arccos 元 = 至 ， 
故 arcsin % + arccos % = 
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推论 2 ”函数 所 zx) 与 g&x) 在 开 区 间 (c,2) 内 的 导数 处 处 相等 , 即 . 广 (x*) =g'(x), 则 
x) 与 g(x) 在 (a,b) 内 只 相差 一 个 常数 , 即 f(x) -g(x) =C. 

利用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 还 可 以 证 明 一 些 不 等 式 . 

例 2-47 证 明 不 等 式 |sin a -sinbl<la-bl. | 

证 明 令 f 儿 x) =sin x, 则 在 区 间 [a,5] 上 满足 拉 格 朗 中 值 定理 ,有 


sina—-sinb=cosé: (a-b) (a<é<b), 





于 是 . 
lsin a—sin bl=|lcos él. la-bl<la-bl. 
例 2-48 当 x>0 时, 试 证 不 等 式 了 -<In (1 +%) < 和 


分 析 ”由 于 In1=0, 因 此 In (1+%x) =In (1+%x) -In1, 而 x*=(1+x) -1, 从 而 构造 畏 
助 函数 x) =ln (1 +x) , 取 a=0,b=x, 则 f(x) =ln (1+x) 在 区 间 [0,x] 上 满足 拉 格 朗 日 中 
值 定理 . 

证 明 令 函 数 /(x) =lIn (1+x) , 则 f(x) 在 区 间 [0,x] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,因此 ， 
必定 存在 一 点 &e (0,x) ,使 得 

f(x) -f(0) =In (1 +x) =f"(é)x, 











而 
; 1 
Oe 
则 
1 
FE) rs 
又 因 0 < 上 <x, 所 以 
| 
lx 1+é€ 
从 而 
| Te 多 
即 


% 
1 +x 
注 ”利用 拉 格 朗 日 中 值 定理 证 明 不 等 式 ,可 以 先 将 不 等 式 恒 等 变 形 以 得 出 函数 增 量 与 
自 变量 增 量 之 间 的 关系 . 首先 ,使 我 们 能 构造 辅助 函数 以 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 , 然 
后 对 f'(é) 进 行 放大 缩小 处 理 即 可 . 
3. 柯 西 (Cauchy) 中 值 定理 
定理 2 -6( 柯 西 中 值 定理 ) ” 设 函 数 拟 x) ,g(x) 满 足 : 
(1) 在 闭 区 间 [a,5] 上 都 连续 ， 
(2) 在 开 区 间 (a,5) 内 都 可 导 ， 
(3) 在 开 区 间 (a,6) 内 g'(*x) 天 0， 
则 至 少 存在 一 点 &e (a,b) ,使 得 
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(6) Fo) -fo) 
g'(é) g(b) -g(a) 


在 柯 西 中 值 定理 中 , 若 取 g(x) =x, 则 得 到 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 因此 柯 西 中 值 定理 可 以 
看 成 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 推广 . 


二 、 洛 必 达 法 则 

在 运用 极限 的 运算 法 则 求 函数 的 极限 时 ,我 们 会 遇 到 分 子 、 分 母 同时 趋 于 零 或 m 的 情 

况 .这 时 分 式 lim 供 抱 的 极限 可 能 存在 也 可 能 不 存在 (例如 Jim “=2, 而 lm 二 
xX—a X 一 0 % X 一 0 EE 


(x—% ) 


不 存在 ). 这 些 极限 我 们 称 为 “不 定式 ”( 或 不 定型 ) ,通常 分 别 记 为 0" 或 “所 "不 定型 . 
例如 , 求 lim + = 各, 属 型 的 不 定式 , 求 _lim 所 (ne N* ) , 属 生 型 的 不 定式 ， 
利用 柯 西 中 值 定理 可 以 导出 一 种 非常 有 效 的 求 不 定式 极限 的 方法 一 洛 必 达 法 则 , 它 
主要 用 于 求 9 和 对 型 不 定式 的 极限 ， 


1. 司 型 和 名 型 不 定式 


定理 2 -7( 洛 必 达 法 则 ) ” 设 函 数 放 x) 及 g(x) 满足 下 列 条 件 : 
(1) 在 xa 时 ,函数 fx) 及 g(x) 都 趋 于 零 ， 
(2) 在 点 a 附近 (不 含 a) ,f'(x) 和 gg'(%) 都 存在 且 g'(%) 0， 


(3)limt 全 ( 芭 存在 (或 为 无 穷 大 )， 





fim lim ey) 


注 以 上 对 于 不 定式 对 的 洛 必 达 法 则 ,把 x 改 为 一 % 仍然 成 立 , 且 对 于 -a 或 
“om 时 的 未 定式 ,也 有 相应 的 洛 必 达 法 则 . 


例 2-49 求 极限 lim + 一 Spe 一 2 








= ce sinx_ 1 0 
解 lim 二 (5 型 


例 2-50 求 极限 lim 一 29s 人 


%Sin % 


解 lim © -Cos x jim ex +sin x 2 (0 型) 


x Xsin% x—0 Sin % + XCOs % 


例 2-51 求 极限 lim 各 区 二 Xcos x 


% 一 Sin 和 


解 由 洛 必 达 法 则 ,有 
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% 一 %COS 区 
lm 一 一 一 一 
xz-0 % 一 Sin 和 


. 1 —cosx+xsinx 
= lim — 型 
x—0 ] —cosx 


-1i sin %+sin%+Xcos % _ 


XCOS % 
二 sin x% hd Tn je 人 型 





例 2-52 求 极限 lim e” —sinx—l1 
x—0 = 


ee 


解法 一 ”直接 使 用 洛 必 达 法 则 ,有 
廊 式 =lim Yl- (6 0 a) inl in (5 本 | 
X 一 "0 多 3 0 宫 





= lim e = lim(e” +sin sl ( 型 
解法 二 ”分母 有 理化 ,有 
六 Ws) ps he Fl ny 
x—0 % x—0 x x—0 





COS% ex +Sin 区 


人 oi © BI 0 
ke (0 型 ) 





解法 三 ”利用 等 价 无 穷 小 代 换 1 - Vi-Y ~ 备 (x-0) ,有 





原 式 =lim 2 一 =lim® -3% J]im(er +sin x) =1. (0 型 
x 0 ( 丘 x—0 0 
2 


入 
例 2-53 求 极限 lim 了 和 





解 这 是 二 型 ,利用 洛 必 达 法 则 ,有 


入 
和 (二 型 | 


Xx +%m X 一 十 o0 % Xx— +%m 多 





例 2-54 求 lm 三 (neN+). 
X- 十 o 和 


解 这 是 二 型 ,反复 使 用 洛 必 达 法 则 ,得 


bE 3 ba x x 
a4 . e e e 
lim 一 = lim 3 ln 
x >+%m Xe x+m NX MX 十 oo n(n—-1)x” zs Rl 


注 在 使 用 洛 必 达 法 则 时 应 注意 以 下 几 点 : 
1) 洛 必 达 法 则 只 适用 于 1 型 或 宇 型 的 极限 ; 





2) 如 果 lim 汪 1 型 或 = 型 , 则 可 继续 使 用 洛 必 达 法 则 ; 
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3) 如 果 im 不 存在 且 不 是 %， 并 不 表明 lim 人 2 不 存在 ,只 表明 洛 必 达 法 则 失效 ， 





te 3 
X2sin 过 
例如 ， lim 一 二 之 是 人 型 ， 由 洛 必 达 法 则 ， 得 
x sin 二 2xsin ee COS 
lim = lim - 
x 0 Sin% x—0 Cos % 





此 时 ,等 式 右 端的 分 子 无 极限 ,但 我 们 并 不 能 得 出 极限 不 存在 的 结论 . 
事实 上 ,可 用 以 下 的 方法 求 极限 : 











lim lim(—— .x. sin 让 = lim (zs 六 ] =1 “0=0. 
x* 0 sinx% x0 sin%x x 0 Sin % «0 x 
2.“0 “mw ”型 不 定式 


对 于 0 ,om 型 极限 ,常见 的 求解 方法 是 先 将 函数 变形 化 为 0 型 或 2 型 ,再 用 洛 必 达 法 则 
求解 ， 





例 2-55 求 lim (xln x). 0 oo 型 
x—0+ 
解 (xln x) = Lim my 叶 型 
天 < oo 
区 
2 
= lim 一 -= lim (~x) =0. 
x—0 X 一 "0 十 


和 


注 此 题 如 若 将 0. % 型 化 为 中 型 , 则 增加 解 题 困难 . 由 此 看 来 ,要 根据 尽量 简化 的 要 


求 转化 . 
3. o - o 型 不 定式 


对 于 wm - % 型 极限 , 先 将 函数 进行 恒 等 变 形 ( 通 分 等 ) 化 为 全 型 或 时 型 ,再 用 洛 必 达 法 
则 求 之 . 











例 2 -56 求 im -元 让 % -wm 型 
i ' ee a 
re ni 


4. 1” 型 .0 型 、% ?型 不 定式 
1” 型 .0 型 、w? 这 三 种 不 定型 ,利用 取 对 数 的 方法 或 者 利用 公式 em” = 将 宕 指 函数 
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指数 化 ,转化 为 0 或 宇 型 来 求 . 


例 2-S7 求 lim 


解 这 是 1” 型 由 于 
i 
wo Se 
于 是 
Ny 区 下 可 lInx li 了 和 i (党 ) 要 | 
lim%'* =lime' =e 二 em “i 
MX 一 YX 一 


例 2 -5S8 求 lim (sin #)™. 
解 ” 这 是 0° 型 . 因为 


(sin x) 2 全 en (sin x 闻 a e2xln sin x 


所 以 


cosx 
> ， 2In sinx g Sin x x2cos x 
lim (sin x)* = lim ezzmsnx = elim，*-1 =e2lim -7 ~-e-2lm sn =e0=1. 
x 0+ wa0+ 





例 2-59 求 lim (tan x)*-. 














人 
解 ” 这 是 w “型 由 
(tan Bi = en (tan x)2z-T =eg2x-mDmntanx ， 
得 
lim (tan V2 lime(2*-™)In tan % a my 
其 中 
. nt 区 
lim (2x ~ 7)In tanx = i 5 中 
T 加 而 
rl #7 
2x—-T 
| 
. tan%x 2 , pp 0 
= lim A 一 lm 《2x =- 下) (5 型 
,下 -2 oT Sin 2X 0 
? (2x-m)? 


. 4(2x 一 三 ) 
2 一 上 =0 
x 2cos 2x 
站 


于 是 


lim (tan x)2-r =e0 =1. 


TT 
WS 


2 


有 时 借助 洛 必 达 法 则 还 可 以 判断 两 个 无 穷 小 量 是 否 等 价 . 例如 , 当 x 一 0 时 ,有 
arcsin x ~% ,arctan x ~x, ln (1 +%) ~x, e*—l1~x,1—-cosx Ne 


等 等 . 
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注 “使 用 洛 必 达 法 则 求 极限 时 , 若 有 极限 为 非 零 因子 ,该 因子 可 以 单独 求 极限 ,不必 参 
与 洛 必 达 法 则 运算 ,这样 可 以 使 运算 简化 . 有 时 可 以 配合 使 用 其 他 求 极限 的 方法 ,也 可 以 使 
运算 更 简单 


三 函数 的 单调 性 与 极 值 


本 节 介 绍 导数 在 研究 函数 的 单调 性 与 求 极 值 方面 的 应 用 . 

1. 函数 的 单调 性 

单调 性 是 函数 的 一 个 重要 特性 ,下 面 来 研究 这 一 特点 . 从 图 2 -8 可 以 看 出 ,如 果 函 数 
f(x) 在 某 区 间 上 单调 增加 , 且 所 给 曲线 每 一 点 处 都 存在 非 铅 直 的 切线 , 即 在 该 区 间 上 f(x%) 
可 导 , 则 曲线 上 各 点 处 的 切线 斜率 大 于 零 , 即 f(x) >0. 类 似 地 ,如 果 函 数 扩 x) 在 某 区 间 上 
单调 减少 , 且 在 该 区 间 上 都 可 导 , 则 应 有 f'(x) <0. 








图 2-8 


反 过 来 ,能 否 利 用 导数 来 判断 函数 的 单调 性 呢 ? 这 个 结论 是 肯定 的 . 由 拉 格 朗 日 中 值 
定理 可 以 得 出 函数 单调 性 的 一 个 判定 方法 . 

定理 2-8 设 函 数 拟 xz) 在 (c,0) 内 可 导 , 则 有 

(1) 如 果 在 (a,5) 内 f'(x) >0, 那 么 ,函数 A(x) 在 (a,5) 上 单调 增加 ; 

(2) 如 果 在 (a,5) 内 f'(x) <0, 那 么 ,函数 放 x) 在 (a,b) 上 单调 减少 . 

证 明 在 (a,65) 上 任 取 两 点 xi ,xz 不 妨 设 x! <x。. 由 定理 的 条 件 有 ,f(x) 在 区 间 [ xi ， 
x ] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 条 件 , 则 至 少 存在 一 点 &e (xi ,x2 ) 使 得 

/1(é) -fe 2 

车 在 (a,b) 内 恒 有 f'(x) >0, 必 有 f'(&) >0, 则 有 f(xs) >A%x1). 所 以 fx) 在 [a,b] 上 
单调 增加 

同 理 , 如 果 在 (a,5) 内 f'(x) <0, 可 得 f(x) 在 [a,b] 上 单调 减少 . 

注 ” 这 个 判定 定理 只 是 函数 在 区 间 内 单调 增加 (减少 ) 的 充分 条 件 . 

例 2-60 求 函 数 /(x) =2x3 -9x +12x -3 的 单调 区 间 . 

解 ” 函 数 的 定义 域 为 ( -wm ,+%), 则 

f'(x) =6x -18x+12 =6(x -1)(x -2). 
令 f'(x) =0, 得 出 x=1 和 xx=2, 这 两 个 点 把 定义 域 分 成 三 个 子 区 间 ,列表 讨论 如 下 : 
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从 表 中 可 以 看 出 ,函数 的 f(x%) 在 区 间 ( - % ,1) 与 (2, + o ) 上 单调 递增 ,f(x) 在 区 间 
(1,2) 单 调 递减 . 


例 2 -61 讨论 函数 /(x) = 卫 和 单调 性 
解 ”函数 的 定义 域 为 (0, + % ) ,又 








f(x) = 一 于 
有 
令 /'(*) =0, 求 出 x =e, 列 表 讨 论 如 下 ; 
x (0,e) (e, +o) 
f'(%) + 0 二 
f(x) 到 Ns 


从 表 中 可 以 看 出 ,f(x) 在 区 间 (0,e) 上 单调 递增 ,在 区 间 (e, + % ) 上 单调 递减 . 
由 上 述 例子 ,可 以 得 到 确定 函数 单调 区 间 的 一 般 步骤 : 
1 ) 确 定 函 数 f(x) 的 定义 域 , 求 出 f(x); 
2) 求 出 f'(x) =0 的 点 (这 样 的 点 称 为 驻 点 ) 或 1'(%) 不 存在 的 点 ; 
3) 这 些 点 把 定义 域 分 成 若干 区 间 ,在 这 些 区 间 上 导数 一 定 存 在 , 且 要 么 大 于 零 , 要 么 小 
于 零 ,由 定理 2 -9 指出 函数 的 单调 区 间 . 
例 2-62 试 证 : 当 x 关 1 时 ,es > ex- 
证 明 令 F(xz) =e” ex, 函数 F(x) 在 ( -%,+%) 上 连续 , 且 F(1) =0, 又 
F'(x) =e”*—e. 
当 x<1 时， 
F'(x) =er -ee<0, 
可 知 F(x) 为 ( -% ,1] 上 的 单调 递减 函数 , 即 
k(x) SE(1)=0, 
故 
e” >ex >0. 
当 x >1 时 ,由 下 (x) =e*-e>0 可 知 ,F(x) 是 [1, +%) 上 的 单调 递增 函数 , 即 
F(x) >F(1) =0， 
故 
e” > ex >0. 
综 上 所 述 : 对 于 任意 x 关 1, 都 有 ez >ex 成立. 
2. 函数 的 极 值 
定义 2-3 设 函 数 y=f(x) 在 点 xo 处 的 某 一 个 邻 域 V(xo ,5) 内 有 定义 , 则 
(1) 如 果 当 xe U(xo,6) 时 , 恒 有 f(x) 三 f(xo), 则 称 xo 是 f(x) 的 极 小 值 点 , 称 f(xo) 为 
f(x) 的 极 小 值 ; 
(2) 如 果 当 xe U(x0,6) 时 , 恒 有 f(x) <f(xo), 则 称 xo 是 A(x) 的 极 大 值 点 , 称 f(xo) 为 
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f(x) 的 极 大 值 . 

极 大 值 点 \ 极 小 值 点 统称 为 极 值 点 . 极 大 值 \ 极 小 值 统称 为 极 值 . 

注 极 值 是 函数 的 一 个 局 部 性 的 概念 ,是 函数 在 某 一 邻 域内 的 最 大 值 或 最 小 值 ,而 不 是 
在 整个 所 应 考虑 的 区 域内 的 最 大 值 或 最 小 值 ,如 图 2 -9 中 的 函数 y=f(%) ,xi ,x3 是 它 的 极 
大 值 点 ,xz ,x4 是 它 的 极 小 值 点 ,从 图 中 还 可 以 看 到 , 极 小 值 f(x4) 大 于 极 大 值 f(xi). 

这 就 是 说 , 极 小 值 并 不 一 定 比 极 大 值 小 . 

下 面 讨论 如 何 求 函数 的 极 值 点 . 

定理 2 -9( 极 值 点 的 必要 条 件 ) ” 设 函 数 f(x) 区 


在 点 xo 处 可 导 , 且 xo 为 f(x) 的 极 值 点 , 则 
f'(x0) =0. 
定理 2 -9 告诉 我 们 :可 导 函 数 的 极 值 点 一 定 ' 


| 
是 驻 点 . 但 驻 点 不 一 定 是 函数 的 极 值 点 . 看 下 列 
图 示 所 反映 的 几 种 情形 . | 











图 2 -10 的 驻 点 xo 是 极 值 点 ,而 图 2 -11 的 
驻 点 Xo 不 是 极 值 点 . 图 2-9 





同时 ,我 们 要 指出 ,有 些 函 数 的 不 可 导 点 也 可 


y=f(x) 








x 





图 2-11 

能 是 其 极 值 点 . 如 y = |x| 在 x=0 处 不 可 导 , 但 x*=0 是 y= |x| 的 极 小 值 点 . 当然 ,不 可 导 
点 也 可 能 不 是 极 值 点 ,如 y= 在 x =0 处 有 f'(0) = % ,但 x =0 却 不 是 函数 的 极 值 点 . 

再 看 下 面 图 示 所 反映 的 几 种 情形 . 

图 2 -12 中 坐标 原点 是 不 可 导 的 点 ,但 却 是 极 值 点 ;图 2 - 13 左 图 中 的 xo 点 和 右 图 中 
的 坐标 原点 都 是 不 可 导 的 点 ,但 不 是 极 值 点 . 

由 此 得 到 可 能 的 极 值 点 为 : 驻 点 和 导数 不 存在 的 点 . 如 何 确定 它们 是 否 为 极 值 点 呢 ? 
有 以 下 定理 . 

定理 2 -10( 极 值 的 第 一 充分 条 件 ) 设 函 数 y=f(x) 在 点 xo 的 某 邻 域内 连续 ,在 xo 的 
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y= 


y=2|x| 








图 2-13 


邻 域内 (xo 可 以 除外 ) 可 导 ( 人 允许 "(xo) 不 存在 ) , 则 
(1) 当 x<xo 时,f'(x) >0; 当 x>xo 时 ,f'(x) <0, 则 zo 为 x) 的 极 大 值 点 . 
(2) 当 x<xo 时 ,f'(x) <0; 当 x>xo 时 ,f'(x) >0, 则 wo 为 Kx) 的 极 小 值 点 . 
(3) 在 xo 两 侧 f'(%) 符 号 相同 , 则 xo 不 是 f(x) 的 极 值 点 . 
求 函 数 极 值 的 一 般 步 又 为 
1) 确定 函数 所 zx) 的 定义 域 , 求 出 f(x); 
2) 求 出 可 能 的 极 值 点 , 即 作 x) 的 驻 点 和 f/'(x) 不 存在 的 点 ; 
3) 利 用 极 值 的 第 一 充分 条 件 进行 判断 . 


例 2-63 求 y= 训导 -这 导 的 极 值 与 极 什 点 . 
解 函数 的 定义 域 是 ( -wm ,+ ). 


Pe (x+1)(x—-1) 
a a 


令 y' =0 得 驻 点 ‰ = -1,x =1, 而 x=0 时 y' 不 存在 . 列表 如 下 : 











故 x= -1 是 函数 的 极 小 值 点 , 极 小 值 为 - 号 =1 也 是 函数 的 极 小 值 点 , 极 小 值 为 


号 =0 是 函数 的 极 大 值 点 , 极 大 值 为 0 


定理 2 -11( 极 值 的 第 二 充分 条 件 ) ”函数 狼 x) 在 xz 处 具有 二 阶 导数 , 且 f'(xo) =0, 则 
(1) 当 f"(xo) <0 时 ,xo 是 及 x) 的 极 大 值 点 . 
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(2) 当 f"(xo) >0 时 ,zxo 是 所 xz) 的 极 小 值 点 . 
(3) 当 f"(xo) =0 时 ,不 能 判断 xo 是 否 是 成 x) 的 极 值 


例 2 -64 利用 极 值 的 第 二 充分 条 件 , 求 函数 y = 邓 - 3 x2 -6x? 的 极 值 ， 


解 ”所 给 函数 定义 域 为 ( - % ,+o ). 
y’ =4x3 -8x2 -12x =4x(x +1)(x -3). 
令 Y=0 得 y 的 驻 点 为 :xl = -1,xz =0,x3 =3. 
y”" =12x? -16x -12. 


因 放 |:- -1=16>0, 所 以 y( -1) = -性 为 一 个 极 小 值 ; 


因 y|,-o = -12 <0, 所 以 y(0) =0 为 一 个 极 大 值 ; 

因 和 |.-3 =48 >0, 所 以 y(3) = -45 也 是 一 个 极 小 值 . 

3. 函数 的 最 值 

在 生产 和 实际 应 用 中 ,经 常会 遇 到 如 何 做 才能 使 “用 料 最 省 ”、“ 产 量 最 高 "“ 质 量 最 
好 ”“ 耗 时 最 少 "等 最 优化 问题 . 这 类 问题 在 数学 上 就 是 最 大 值 .最 小 值 问题 | 

在 闭 区 间 [a,6b5] 上 连续 的 函数 f(x) ,在 [a,b] 上 一 定 能 取得 最 大 值 和 最 小 值 . 而 最 大 值 
点 ,最 小 值 点 必定 是 fx) 在 (a,b) 内 的 驻 点 ,或 导数 不 存在 的 点 ,或 区 间 的 端点 . 

根据 最 大 值 和 最 小 值 的 概念 ,我 们 得 出 它们 的 求法 如 下 : 

1) 求 出 fx) 在 (a,b) 内 的 所 有 驻 点 和 一 阶 导 数 不 存 在 的 点 ,并 计算 各 点 的 函数 值 (不 必 
判断 这 些 点 是 否 取得 极 值 ,是 极 大 值 还 是 极 小 值 ) ; 

2) 求 出 端点 的 函数 值 f(a) 和 了 (5); 

3) 比较 前 面 求 出 的 所 有 函数 值 , 其 中 最 大 的 就 是 Kx) 在 [ac， 5] 上 的 最 大 值 ， 其 中 最 小 的 
就 是 fx) 在 [a,b] 上 的 最 小 值 . 

由 上 所 述 ,再 一 次 强调 了 最 大 值 \ 最 小 值 是 函数 A(x) 在 闭 区 间 [a,b5] 上 的 整体 概念 ,而 
极 值 ( 极 大 值 \ 极 小 值 ) 是 函数 f(x) 在 某 点 的 邻 域内 的 局 部 概念 . 


例 2-65 求 函 数 y = 3x- 沪 在 [ -1,8] 内 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 





2 
4 
计算 函数 y 在 -1 本 &, 8 处 的 函数 值 , 列 表 如 下 ; 
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需要 指出 的 是 :在 实际 问题 中 求 最 大 (小 ) 值 问题 ,首先 应 建立 函数 关系 (数学 模型 或 目 
标 函 数 ) ,如 果 目 标 函 数 可 导 , 驻 点 唯一 ,实际 意义 表明 目标 函数 的 最 大 (小 ) 值 存在 , 且 在 定 
义 域 区 间 上 取 到 ,那么 驻 点 处 的 函数 值 就 是 目标 函数 的 最 大 值 或 最 小 值 


四 、 函 数 曲线 的 凹凸 性 与 拐点 


1. 曲线 的 凹凸 性 
定义 2-4 设 函 数 y=f(x) 在 区 间 1 上 连续 ,如 果 对 于 了 内 的 任意 两 点 xi ,xz , 恒 有 
A ) fs) A 


则 称 f(x) 在 1 上 的 图 形 是 (上 ) 媚 的 ,简称 叫 弧 . 如 果 恒 有 


Xl 十 %X%2 











x 27) ~/*1) 3 
则 称 AKx) 在 7 上 的 图 形 是 (上 ) 凸 的 ,简称 凸 弧 . 

» CE y /C2) 
| 
| 
| | ee 
' On I {A 

OW 到 鸭 
(a) (b) 


图 2-14 

定义 2 -4 的 直观 意义 如 图 2 -14(a) ,(b) 所 示 . 在 (a) 中 ,通过 观察 ,我 们 发 现 , 当 自 
变量 x 由 i 逐步 增 大 到 % 时 ,其 对 应 点 的 切线 斜率 先是 由 负 变 零 ,后 来 又 由 零 变 正 ,就 是 
说 四 弧 上 的 (zx) 是 增 函数 ,观察 (b) 也 有 类 似 的 结论 . 可 见 , 著 y=f(x) 在 (a,b) 内 二 阶 可 
导 , 则 可 用 其 一 阶 导数 的 单调 性 , 即 二 阶 导数 的 符号 来 判定 曲线 弧 的 四 西 性 . 

定理 2-12 设 函数 /(x) 在 (a,b) 内 具有 二 阶 导数 /”(x). 那么 

(1) 车 在 (a,8) 内 f"(x) >0, 则 y=f(x) 在 [a,5] 上 的 图 形 是 四 的 . 

(2) 若 在 (a,5) 内 f"(x) <0, 则 y=f(x) 在 [a,8] 上 的 图 形 是 凸 的 . 

例 2-66 判定 曲线 y = xarctan x 的 凹凸 区 间 . 

解 ”所 给 曲线 在 ( - % ,+ % ) 内 为 连续 曲线 ,由 于 


x 
=arctan % + 一 一， 
YY arclan % pn 
1 (1 +x2) —x :2% 2 
PR RN Ee 
二 (1 1+)? (1 +x2)2 


故 曲 线 y =xarctanx 在 ( -% , + o ) 内 为 凹 弧 . 
例 2-67 判定 曲线 y= 半 的 凹凸 区 间 . 
解 ”所 给 曲线 y =x 在 ( - % ,+ % ) 内 为 连续 曲线 ,由 于 


攻 
y= (0). 


3 9 .VY 
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因此 , 当 * >0 时 ,六 <0, 可 知 曲线 y = 灶 在 (0, + % ) 内 为 凸 的 . 当 * <0 时 ,六 >0, 可 知 
曲线 y = 地 在 ( - % ,0) 内 为 四 的 . 

根据 定理 2 - 12 可 知 , 二 阶 导数 的 正 负 是 判断 曲线 凹凸 的 依据 . 同时 ,我 们 又 知道 驻 点 
和 一 阶 导数 不 存在 的 点 是 函数 增 减 区 间 的 分 界 点 . 因此 ,为 了 判定 Y 的 增 减 ,二 阶 导数 为 零 
和 二 阶 导数 不 存在 的 点 也 成 为 曲线 凹凸 的 分 界 点 . 在 这 里 曲线 发 生 了 四 凸 的 改变 ， 

2. 曲线 的 指点 

定义 2 -5 曲线 上 的 四 狐 与 唔 弧 部 分 的 分 界 点 , 称 为 该 曲线 的 拐点 . 

由 此 得 到 :在 曲线 的 拐点 处 有 yY(x) =0 或 y'(x) 不 存在 . 

注 拐点 是 曲线 上 的 点 ,拐点 的 坐标 必须 写成 (x0 ,Kxo ) ). 

讨论 曲线 四 凸 性 及 拐点 的 一 般 步 又 为 : 

(1) 确 定 函 数 /(x) 的 定义 域 , 求 出 f"(x) ; 

(2) 求 出 可 能 拐点 的 横 坐 标 , 即 "(x) =0 或 1"(x) 不 存在 的 点 的 横 坐 标 ; 

(3) 判 定 在 这 些 点 的 两 侧 /"(x) 的 符号 ,由 定理 2 - 12 指出 凹凸 性 , 写 出 拐点 . 

例 2-68 判定 下 列 曲线 的 凹凸 性 ,并 求 曲线 的 拐点 : 


(1D)y = 和 好; (2)7 = 和 2， 


解 〈1) 此 函数 的 定义 域 为 ( -wm ,+m) ,= 了 xz- = - 记 ， 





1 
| 
水 
呈 





当 x =0 时 ,y 不 存在 , 且 当 zx<0 时 ,办 >0; 当 zx>0 时 ,图 <0. 

故 曲线 在 ( - % ,0) 内 是 止 弧 ,在 (0, + % ) 内 是 凸 弧 ;(0,0) 是 曲线 y = 二 的 拐点 . 
(2) 此 函数 的 定义 域 为 ( -o ,+ %),y’ =3x?,y =6x. 

令 y =0 得 x=0, 且 当 x<0 时 ,y”<0; 当 x>0 时 y >0. 

故 曲 线 y = 在 ( - % ,0) 内 是 凸 弧 , 在 (0, + % ) 内 是 叫 弧 ;(0,0) 是 曲线 的 拐点 . 


例 2 -69 ”讨论 标准 正 态 密度 函数 p(x) = -元 “的 单调 性 和 极 值 ,四 凸 性 区 间 和 扣 点 ， 
TT 














s Ee 
解 密度 函数 的 定义 域 为 ( -m ,+m ) ,由 y= -He ,得 
VE 二 二 a 


V2 V2T 
在 定义 域 都 有 意义 , 
令 y =0, 得 出 驻 点 x=0; 令 y=0 得 x = +1. 这 些 点 把 定义 域 分 成 若干 区 间 ,列表 
如 下 : 
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从 表 中 可 以 看 出 ,函数 的 增 区 间 为 ( - % ,0) , 减 区 间 为 (0, + % ) ;函数 有 唯一 极 大 值 


A(0) = 一 一, 无 极 小 值 函数 的 四 弧 区 间 为 ( - % , -1) 、(1, + % ) , 凸 弧 区 间 为 ( -1,1); 
V2T 
拐点 为 ( -1， ye 
例 2 -70 已 知 曲线 y = ax3 +bx? +x+2 有 一 个 拐点 ( -1,3) , 求 a,b 的 值 . 
解 ” 由 拐点 ( -1,3) 在 曲线 上 ,得 a -b= -2, 而 
和 =3ax2 +2bx +1, y =6ax +20， 
由 y( -1) =0, 得 出 -6a+2b=0. 





解 方程 组 
a-b= -2, 
入 +2b =0， 
得 a =1,b =3. 
3. 曲线 的 渐 近 线 


定义 2 -6 如 果 曲 线 y =f(x) 上 的 一 动 点 P 沿 着 曲线 趋 于 无 穷 远 时 , 动 点 了 与 某 条 直 
线 工 的 距离 趋 于 零 , 则 称 直线 为 曲线 所 xz) 的 渐 近 线 . 
定义 2 -7 如 果 曲 线 y =/() 的 定义 域 是 无 限 区 间 , 且 lim f(x) = 或 lim f(x) =%， 


则 称 直线 y = 为 曲线 y =f(x) 的 一 条 水 平 渐 近 线 . 
例如 , 当 x 一 w 时 ,有 e-” 一 0, 所 以 y=0 为 曲线 y=e-* 的 水 平 渐 近 线 (如 图 2 -15). 
定义 2 -8 如 果 曲 线 y=f(x) 在 x*=C 处 间断 , 且 lim f(x) =% 或 lim f(x) = , 则 直 


线 x =C 为 曲线 y =f(x) 的 一 条 铝 直 渐 近 线 . 
如 x“ 一 了 时 ,有 tan x 一 +% ,所 以 x = 也 为 曲线 y=tan % 的 一 条 铅 直 渐 近 线 ( 如 图 2 - 16). 


3 
多 ~ 
又 如 y=143) CTJ, 显 然 函数 在 *=1,* = -3 处 间断 , 且 
0 
3 
% 、 二 二 一 
所 以 曲线 yY=T5+3)C5CT) 的 两 条 铝 直 渐 近 线 为 *=1,5= -3. 


定义 2 -9 曲线 y=/(*) ,如 果 存 在 =x +6(kz0) ,使 得 lim [f(x) - (hx+8)] =0 
成 立 , 则 直线 y=hx + 为 曲线 y=f(x) 的 一 条 斜 渐 近 线 (如 图 2 一 17). 
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由 上 述 定义 可 得 
和 二 证 站 ,b= lim [f(x) -hx]. 
例 2-71 求 曲线 7 =- 瑟 -2 -3 的 渐 近 线 . 
解 ”因为 
3 
多 
En : 
所 以 曲线 没有 水 平 渐 近 线 ; 

因为 


x3 


lim 一 -一 一 一 
wl KX +2x 一 


所 以 x =1 是 曲线 的 铅 直 渐 近 线 . 
因为 


3 


a xz +2x -3 
所 以 x = -3 是 曲线 的 铅 直 渐 近 线 . 
因为 


» 


各 
二 wa 2 = lim 
MX 一 oo 和 X 一 00 和 2 十 2x 一 Se 


= Jim [f(x) -kx] = lim | 


故 曲线 的 斜 渐 近 线 为 y=x -2. 
例 2-72 求 y=x+arctanx 的 渐 近 线 . 








齐 


一 2x2 +3x 
了 -Jim 3 
> +2 3 zm %2 +2x— 3 


解 因为 y=x+arctan x 在 ( -%,+%) 上 处 处 连续 ,所 以 没有 铅 直 渐进 线 . 


因为 
lim <+ectan%_ Jim i 
X—++% 和 X 一 十 oo 多 
且 
_lim [x +arctan x —%] = 六 ， 
所 以 y=x+ 了 是 一 条 斜 渐进 线 (x+ o 方 向 )， 
又 因为 
lim “+ woen Jim 人 
reap x ed 多 
且 
lim [x +arctan x ~%] = = 


所 以 y=x -也 也 是 一 条 斜 渐进 线 (x 一 一 方向 ). 





=.-2 


坟 


gh 
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4. 函数 图 形 描绘 的 步骤 

在 前 面 讨论 函数 的 单调 性 和 极 值 、 函 数 的 上 四 向 和 拐点 以 及 渐 近 线 的 基础 上 ,对 函数 的 性 
态 有 了 比较 深刻 的 了 解 ,就 能 比较 准确 地 描绘 出 函数 的 图 像 了 . 

函数 y = 九 x) 作 图 步骤 归纳 如 下 : 

《1) 确定 函数 的 定义 域 和 值 域 ; 

〈2) 确定 曲线 关于 坐标 轴 的 对 称 性 ; 

《3) 求 出 曲线 和 坐标 轴 的 交点 ; 

(4) 判 断 函 数 的 单调 区 间 并 求 出 极 值 ; 

(5) 确 定 函 数 的 凹凸 区 间 和 拐点 ; 

《6) 求 出 曲线 的 渐 近 线 ; 

(7) 列 表 讨 论 并 描绘 函数 的 图 像 . 


例 2 -73 描绘 函数 (x) =4(* 寺 1) -2 的 图 形 . 

解 (1) 函数 的 定义 域 为 ( - % ,0) U (0, + %); 

(2) 函数 不 具有 奇偶 性 ,因此 曲线 无 对 称 性 ; 

(3) 令 y=0, 即 + 一 2 0, -24 -2 -0, 解 得 *=1 3, 表明 曲线 与 4 轴 交 于 


xx=1+ 和 x=1-v3; 
(二 2) A OA 
《4) 太 4x) = a , 令 广 (x*) =0, 得 x = -2; 


(SY "Cs) = =0, 得 x= -3; 


(6) 因为 
lim [3 -2 = -2， 


NX 一 土 @ 


所 以 y= -2 是 水 平 渐 近 线 , 又 因为 *=0 是 函数 的 间断 点 , 且 
by [2] =. 


所 以 x =0 是 铅 直 渐 近 线 . 
(7) 列 表 讨 论 如 下 : 



































作出 函数 的 图 像 ( 如 图 2 -18 所 示 ). 
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1. 单项 选择 题 : 
(1) 下 列 函 数 在 给 定 区 间 上 满足 罗 和 尔 定理 条 件 的 是 ( “). 


A. f(x) =x V3-x,[0,3] B.f(x) =xe™”*,[0,1] 

人 Hw) ey [05) ,Vy pp ,why 
(2) 下 列 函数 在 [1,e] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 条 件 的 是 ( ). 

A ti 入 C. 二 D nt2 -x) 


(3) 下 列 求 极限 问题 中 能 够 使 用 洛 必 达 法 则 的 是 (。”). 





A. lim— B. lim 芋 二 Sm 
+0 Sin YX 二 ro XO— Snw% 
C lim 区 一 Sin 2 D ]im 区 士 mn 
x0 Xsin % ”3 二 1 
(4) 函数 y =2x +cosx 的 单调 增加 区 间 是 ( 站 
A. (0,+%) B.(-oo;0) C.(-o,+om) D.(-1,1) 


(5)f'(xo) =0,f"(xo) >0 是 函数 y=f(%) 在 点 xo 处 取得 极 值 的 ( 。 ). 
A. 必要 条 件 B. 充分 条 件 C. 充 要 条 件 D. 无 关 条 件 


(6) 设 函数 Kx) = (x 一 1)?, 则 点 x=1 是 fx) 的 (  ). 


A. 间断 点 B. 可 导 点 C. 驻 点 D. 极 值 点 

(7) 函 数 y=x -ln(1+ 巡 ) 在 定义 域内 ( ” ). 

A. 无 极 值 B. 极 大 值 为 1 -In2 

C. 极 小 值 为 1 -In 2 D. 为 单调 减 函 数 

(8) 下 列 曲线 在 其 定义 域内 为 凹 的 是 ( 六 

A.y=e™” B.y=ln(1 +x*) C.y=arctan x D.y=sin(x2 +2) 
(9) 曲 线 y=(* -2) 的 拐点 是 ( 。”). 

A. (0,2) B. (2,0) G. {1 0) Dy (2 


(10) 函数 y=ax +b 在 区 间 (0, + % ) 内 单调 增加 , 则 c, 应 满足 ( ). 
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A. wuw<0 昌 =0 B. a >0, 可 为 任意 常数 

人 人 有 0 上 9 D. 无 法 说 清 a,b 的 规律 

(11) 设 f(x) 在 (-%w,+% ) 内 可 导 , 且 对 任意 xI ;N23 当 i >X2 时 ,都 有 f(xi) >f(22), 
则 (  ) 

A. 对 任意 %,f'(x) >0 B. 对 任意 的 x,f'( -x*) <0 

C. 函数 f( -x) 单 调 增 加 D. 函数 -f( -x) 单 调 增加 

(12) 设 函数 fx) 在 [0,1] 上 了 "(x) >0, 则 了 (1) ,六 (0) ,f(1) -f(0) 或 /(0) -f(1) 的 大 
小 顺序 是 (。””). 

A. f°(1) >f°(0) >f(1) -0) B. f'(1) >f(1) -f(0) >f"(0) 

GC: KI) = 所 07 sp°(1) >8°C0) D. f'(1) >f(0) -f(1) >f'(0) 

(13) 若 连续 函数 在 闭 区 间 上 有 唯一 的 极 大 值 和 极 小 值 , 则 (  ). 

A. 极 大 值 一 定 是 最 大 值 且 极 小 值 一 定 是 最 小 值 

B. 极 大 值 一 定 是 最 大 值 且 或 极 小 值 一 定 是 最 小 值 

C. 极 大 值 不 一 定 是 最 大 值 且 极 小 值 不 一 定 是 最 小 值 

D. 极 大 值 不 一 定 是 最 大 值 或 极 小 值 不 一 定 是 最 小 值 

2. 填空 题 : 

(1) 函数 y =X 在 [0,2] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 £=_ 


(2) lim 


YX 一 00 NN 让 记 





;单调 递减 区 间 为 








(3)y =x- 了 地 的 单调 递增 区 间 为 











(4)Ax) =3 -4 -277z 在 区 间 [ -1,2] 上 的 最 大 值 为 ;最 小 值 为  _. 
(5) 曲 线 y =xa -3x2 的 拐点 坐标 是 _. 

(6) 曲 线 y =xze-= 的 渐 近 线 方程 为 

(7) 曲 线 y=(* -1)3 的 拐点 是 

3. 已 知 自由 落体 运动 方程 :=s(1) = 广 gP. 求 : 

(1) 落 体 在 j=10 s 到 如 +At=10.1s 时间 间隔 内 的 平均 速度 v; 

(2) 落 体 在 i。=10 s 时 刻 的 即时 速度 . 

4. 用 导数 定义 求 下 列 函数 在 指定 点 的 导数 : 

(1Dy = 去, 在 点 x=1 处 ; (2)y =log wu, 在 点 w=5 处 ; 

(3)y=sin x, 在 点 x= -了 处 ; (4)y=cos x, 在 点 x=: 严 处 . 


5. 假设 "(xo) 存 在 , 试 求 出 下 列 各 极限 : 
flxo +2h) -f(x0) 
h S 





(2) lim f(xo — Ax) my 

Ax—0 Ax 
f(xo +ah) -f(xo -Bh) 
亲 








f(xo +Ax) -f(xo 一 Ax) , 
A A ; 0 
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6. 讨论 下 列 函数 在 x=0 处 的 连续 性 与 可 导 性 : 
2 1 
(1)y= |sin x|; or SD X 天 0， 
0， x 二 0. 
e™”, x<0 


7. 若 函数 Kx) = | 在 *=0 处 可 导 , 试 确定 "的 值 


sin 2x +b, % 
8. 求 曲线 y= -过 与 横 轴 交点 的 切线 方程 


9. 自 变 量 取 哪 些 值 时 ,抛物线 y =x? 与 y=xi 的 切线 平行 ? 
10. 求 下 列 函 数 的 导数 (其 中 ,2, 都 是 常数 ) : 





3 

(1)y = * Ye Be 
(3)y=a* +xe+Taei (4)y=x+ln x; 

1 
($)y =x"ln x; (Oy= (+t) (£1); 
(7)y =%arctan %; (8)y=(3x+2)(5x? -3); 
GT (10)y =Viarctan x + ae 
11. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1)y=(2x -3) (2)y=cos(3 —%); 
(3)y =tan(#? +1); (4)y=e- 3 ; 
(5)y=(we -二 ， (6)y=esin* +arccos M1 一 和 2; 
(7)y=Vxz+WVx+wWXi (8)y=log, (x? — sin %); 
(9)y=In(cos x); (10)y= (ln lnx)3; 
(11)y =arctan( Vx +1); (12)y = (aresin a 
(13)y=In tan 3 Cd yp = 

2 

Oy 7 (16)y = V0- +arcsin 
12. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1)y= (ln x)”; (p= C1 de (a En) 


x2 /3x | 2 x 
(3)y=T 0 tw (4)y= (1 +%x )™; 


2 全， _ (w+1)” VX—2 
(5)y= (2x)™; (6)y a : 
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13. 研究 一 次 感冒 在 总 人 数 为 的 某 一 个 团体 里 的 流行 过 程 ,发 现在 时 间 i(d) 尚 未 感 


染 的 人 数 ;可 表示 为 (1) = 了 一 凡 :(B 为 常数 ) , 求 新 病例 发 生 的 速率 下 
14. 车 (x) 为 偶 函 数 , 且 /'(0) 存 在 ,证 明 :f'(0) =0， 
15. 求 由 下 列 方程 所 确定 的 隐 函 数 y=/(%) 的 导数 : 


(1) 和 2 -3xy+9 =0; 
(9) = 


(5)xy =e”—e’; 


(2)x3 + -3axy =0; 
(4)xcos y=sin(x 十 yY) ; 


(6) arctan = Vx + 


16. 求 曲线 x+x*y -y=1 在 点 (1,1) 处 的 切线 方程 . 
17. 求 由 下 列 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 : 


(1) x=at, (2) x = sin21 ， 

| Co 
x=t(1 -sint), x = arcsin 1, 

G)| (9)| 
yY =tcos t; ly= V1 -er. 


18. 求 下 列 函 数 的 二 阶 导数 : 
(1)y=4*+lnxi 

(3)y =]ln cos x; 

(5)y=3x +ln x; 


(2)y =zxln x; 
(4)y=x?sin x; 

(6)y =e’cos x; 
(8)y=ln(x + V1 +x’). 


(7)y= (1 +x?)arctan xi 


19. 求 下 列 函 数 的 n 阶 导数 : 


1 


(ye 
20. 求 函 数 y=x? +x, 在 x=3 处 ,在 Ax 等 于 0.1,0.01 时 的 增 量 与 微分 . 
21. 求 函 数 y=x? -x, 在 自 变 量 x 由 2 变 到 1.99 时 在 x =2 处 的 微分 . 
22. 求 下 列 函 数 的 微分 : 


(1)y =tan2x; 


(2)y=cos Xi 


(4)y = sin2x. 





(2)y=arctan(e* ) ; 
全 Se 

(3)y= WtD) (£7); (4)y = 邱 二 1 

(6)y=e*sin(2 —%x); 


(8)y= V1 +x; 


(10)y = e”arctan x. 


(5)y= (2x3 +3x2 +1)3; 

(7)y =es 2 ; 

(9)y =sin3x -sin 3x; 

23. 在 下 列 括号 中 , 填 人 适当 的 函数 : 


) =cos xdx; 


(1)d( ) =xdx; (2)d( 
(3)d( ) =Vxdx; (4)d( ) =sin wtdt; 
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(Sd) = dzi (6)d( ) = -dxi 

(C7)al ) = sec23xdx; (8)d( ) =e -3*dx. 

24. 利用 微分 近似 计算 : 

CY A, OF (2)cos 29°; 

(3)y=tan 45°10'; (4)cos 151°. 

25. 函数 N(1) = 于 给 出 了 时 间 t(h) 后 药物 在 体内 的 浓度 N(1) (%)， 当时 间 


从 2.8 h 变 到 2.9 ,其 浓度 大 约 变化 了 多 少 ? 


26. 许多 肿瘤 的 生长 规律 为 = wes(G-*”) ,其 中 ,表示 上 时刻 的 肿瘤 的 大 小 (体积 或 
重量 ) ,vo 为 开始 (=0) 观察 时 肿瘤 的 大 小 ,a 和 4 为 正常 数 . 问 肿瘤 上 时 刻 的 增长 速度 是 
多 少 ? 

27. 不 求 函 数 1x) (x -2)(x -3)(x 一 4) 的 导数 ,指出 方程 f(x) =0 有 几 个 实 根 以 及 
它们 所 在 的 区 间 . 

28. 证 明 :(1) 当 x>1 时 ,er >e .x; 


(2) 一 “一 < arctan x <x. 
x 














1 + 
29. 求 下 列 极 限 : 
sin 3x 一 1 
2 
(1 lm St ( )i 气 sinx ” 
人 下 (Al ty onl ds 
sO0+ ln sinx »0 
(5) im (1+ 去 ) , toy i 
X—% > x +%e 一 e 
; x 下 
人 yx; [ia sh 
Cli 琶 二 = 人 (10)lim SO — (az0); 
X 一 >G %—a x—a YX 一 人 
(ye CO Tn =e 
x OX—sinx’ “0 sin YX 





(13)lim “ns, (14) lim xi 
nw X 一 0 + 
(15) lim Ee +1) (16) lim x(e* -1); 
X 一 ”十 o 
G7)im 人 1-2) (18) lim (1-xsin 二 
-ny 曙 | . Xtan %_ 
(19) lim 人 a de 3 
2 
二 ln(1 +3x? 上 
oe 22) lm 一 
(21)lim = 4 Wd a 
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30. 设 1"(x) 存 在 ,A(0) =0, 了 (0) =1,/"(0) =2, 求 lim ee 
31. 求 下 列 函 数 的 单调 区 间 





(1)y=ln(1+x2); (2)y =3x -4x3 

(3)y=%—e"; (4)y =2x2 - ln x. 

32. 求 下 列 函 数 的 极 值 : 

(1)y=x -ln(l +x); (2)y =arctan # -In(1 + ); 

(3) y=(%—1) Ve; (4)y =3 -2 (+1)7. 

33. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 . 最 小 值 : 

(1)y=x +2Vx, xe[0,4]; (2)y = sin3x + cos3x, el - 工 ,过 |] 
[71 (4J7= YI de, wel =1,1). 


34. 在 化 学 反应 过 程 中 ,反应 速度 v= hx(a -x) ,上 是 反应 速度 常数 ,zx 是 反应 物 浓度 . 
当 x 取 何 值 时 ,反应 速度 最 快 ? 

35. 观察 到 某 组 织 细 胞 是 高 为 六 ,半径 为 > 的 直 圆 柱 体 . 若 体积 不 变 , 求 直 圆柱 体 的 总 
表面 积 达 到 最 小 时 ,h 与 的 比值 ? 

36. 1 ~9 个 月 婴儿 体重 WW(g) 的 增长 与 月 龄 ;的 关系 有 经 验 公式 

ln W-ln(341.5 —W) =k(t—1.66). 

问 ;为何 值 时 ,婴儿 的 体重 增长 率 " 最 快 ? 

37. 在 磺胺 药物 动物 实验 中 , 按 1(mg/kg) 的 比率 给 小 鼠 注射 磺胺 药物 后 ,小 鼠 血液 中 
磺胺 药物 的 浓度 ,可 由 方程 y= -0.77x? +2. 59x -1.06 表示 ,这 里 y 表示 lg c(c 为 血 中 磺胺 
浓度 mg/100ml) ,x 表示 lg 上 为 注射 后 经 历 的 时 间 ) , 问 何 时 小 鼠 血 中 磺胺 浓度 最 高 ,并 求 





其 最 高 浓度 值 . 
38. 判定 下 列 曲线 的 凹凸 性 : 
(1)y=4x 一 和 2; (2)y =3x4 -4x3 +1; 
(3)y =In(1 +x); (4)y= 当 4 -的 
39. 求 下 列 函 数 图 形 的 拐点 及 四 上 区 间 : 
(1)y=%x? -5x +3x +5; (2)y=xe ”; 
8 
(3)y =2x2 -2 (4)y= 闻 二 


40. 已 知 曲线 y = ax3 + bx? 的 一 个 拐点 为 (1,3) , 求 a,b 的 值 . 
41. 求 下 列 曲线 的 渐 近 线 : 





Re _ 巡 +2x -1 
Cy (2)y= 和 
42. 描绘 下 列 函 数 的 图 形 : 

lInx ex 
(1)7=x+ 人 
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(3)y=7 (4)y =e-™. 

43. 咳嗽 的 速度 : 当 异 物 进入 气管 时 ,人 就 会 咳嗽 . 咳嗽 的 速度 和 异物 的 大 小 有 关 . 假 
定 某 人 的 气管 半径 是 20 mm, 如 果 异 物 的 半径 为 r(mm), 则 咳嗽 排除 异物 所 需 的 速度 
v(mm/s) 可 以 表示 成 

v(r) =k(20r -7),0<r<20, 
其 中 是 某 个 正常 数 ,对 于 多 大 的 异物 , 需 用 最 大 的 速度 方 可 排出 该 异物 ? 
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第 2 章 讨论 的 是 如 何 求 一 元 函数 的 导数 , 即 一 元 函数 微分 学 . 本 章 研究 其 相反 的 运算 ， 
即 已 知 某 一 元 函数 的 导数 , 求 该 一 元 函数 ,这 是 一 元 函数 积分 学 的 基本 问题 之 一 .积分 学 涉 
及 三 种 积分 :不 定 积分 , 定 积分 和 广义 积分 ,这 三 种 积分 含义 不 同 , 但 它们 之 间 有 着 密切 的 联 
系 . 


3.1 不 定 积 
1. 原 函 数 
定义 3 -1 如 果 在 某 区 间 上 (x) =f(x) , 则 称 函数 (x) 为 (x) 在 该 区 间 上 的 一 个 
原 函 数 . 


例如 ,由 于 sin'x = cos x, 故 siny 是 cosxy 在 (-o,+o) 上 的 一 个 原 函 数 ;又 因为 在 (0， 
+m) 上 (ln za)'= 二 ,所 以 nx 是 二 在 (0, + wm ) 上 的 一 个 原 函数 ， 


现在 思考 如 下 问题 :什么 样 的 函数 存在 原 函 数 ? 原 函 数 如 果 存 在 是 否 唯一 ? 若 不 唯一 ， 
则 其 之 间 满 足 什 么 样 的 关系 呢 ? 如 何 来 求 函数 的 原 函 数 ? 

下 面 先 回答 前 三 个 问题 ,后 一 个 问题 ,是 本 节 后 面部 分 所 要 重点 讨论 的 内 容 . 

定理 3 -1I( 原 函数 存在 定理 ) 在 某 区 间 内 连续 的 函数 ,在 该 区 间 内 必定 有 原 函 数 . 

这 个 定理 不 予 证 明 , 但 有 两 点 需要 说 明 : 

1) 如 果 f(x) 有 原 函 数 ,那么 它 就 有 无 限 多 个 原 函 数 . 

事实 上 ,车 桶 (x) =AKx) , 则 对 于 任何 常数 C, 有 (F(x) +C)'=f(x), 即 F(x) +C 也 是 
f(x) 的 原 函 数 . 

2)f(x) 的 所 有 原 函 数 彼此 之 间 只 相差 一 个 常数 . 

事实 上 ,如 果 F(x)、G(%) 都 是 f(x) 的 原 函 数 ,那么 G'(x) =f(x) =F'(x), 即 [G(x) - 
F(x) ]'=0, 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 推论 1 知 ,导数 为 零 的 函数 是 常数 ,所 以 G(x) -F(x) =C. 

2. 不 定 积分 

定义 3 -2 在 某 区 间 上 ,函数 (x) 的 带 有 任意 常数 项 的 原 函 数 称 为 x) 在 该 区 间 上 的 
不 定 积分 , 记 为 





| Rayur， 
式 中 “ |" 称 为 积分 号 ,/(*) 称 为 被 积 函 数 , (x) dx 称 为 被 积 表达 式 ,z 称 为 积分 变量 ， 


由 定义 知 ,车 F(x) 是 A) 的 一 个 原 函 数 ,那么 | f(x) dx = F(x) + C ,其 中 C 为 任意 党 


数 . 所 以 , 求 有 x) 的 不 定 积分 ,只 要 求 出 f(x) 的 一 个 原 函 数 ,再 加 上 任意 常数 C 就 行 了 . 
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例如 
| ed =e”+C, 
| sin xdx = 一 cosx + (. 
解 因为 
El 
(arctan x) 
所 以 


[一 一 dx = arctanx +C. 
1]+x 


不 定 积分 的 几何 意义 :函数 /(x) 的 某 个 原 函 数 F(x) 的 几 
何 图 形 称 为 /(*) 的 积分 曲线 , f(x) 的 不 定 积分 ,就 是 与 曲线 y 
= F(x) 平 行 的 一 秘 曲 线 ,通常 称 它们 为 /(x) 的 积分 曲线 簇 , 曲 
线 秘 在 点 * 处 切线 的 斜率 都 等 于 A(x) (如 图 3 -1). 
例 3 -2 设 曲线 通过 点 (1,2) , 且 其 上 任 一 点 处 的 切线 癸 
率 等 于 这 点 横 坐 标的 两 倍 , 求 此 曲线 方程 ， a 
解 、 设 曲线 方程 为 y=/(x) , 则 由 /'(*) =2x 得 


fx) = [f(x)dx = [24dx =* 下 在 


将 点 (1,2) 代 入 上 式 , 求 得 C =1, 于 是 曲线 方程 为 
y = 和 2 +1. 








“| 


二 不定 积 分 的 基本 积分 公式 和 运算 法 则 
由 不 定 积分 的 定义 可 得 出 其 以 下 性 质 . 
性 质 3-1 【| Ms)dz]' = Kx) 或 dj f(x)dx = f(x) dr 


性 质 3 -2 | F'(x) dx ee C 或 | dF(x) = F(x) + C. 


例如 (js dr) = e*, 而 | (e-*)'dx =e ”+C. 


以 上 两 条 性 质 表明 ,不定 积分 运算 与 导数 或 微分 运算 互 为 逆 运 算 , 两 者 连 在 一 起 ,或 者 
抵消 ,或 者 抵消 后 相差 一 个 常数 . 


这 种 互 逆 运算 还 表示 :每 个 求 导 公式 反 过 来 就 是 一 个 积分 公式 ,例如 ， 6 = 








| xpdx = + C(ju 关 -1) ,于 是 有 基本 积分 公式 如 下 : 


(1) = hx + C (上 为 任意 常数 ); 
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(3) | 二 dz 二: 

(4) | sin xdx =—-cosx+C,; 

(5) | cos xdx = sinx+C; 

(6) | ora = a* +C Ca Se LY 
lIna 

(7) | ed =e”+C; 

(8) | seczxdx = tanxy+C 


(9) | cscxdz =—-cotx+C; 
dx 








(10) | = arcsinx+C = 一 arccosX +(C; 
1 = 天 
dx 
rb 7 = arctan%+C =-arccotx+C; 
1l+% 


C12) | see xtan xdx = secx+C; 


(13) | esc xcot xdx =— cscx+C. 
检验 积分 结果 是 否 正确 ,只 要 对 结果 求 导 , 若 其 导数 等 于 被 积 函 数 则 正确 . 
例 3-3 求 | 二 dz(z 关 0) 
解 若 x>0, 则 
(In «)' = 过， 
在 (0, +%) 上 ， 
[ax = 
若 x<0, 则 
[in( -za] = 二 (-1) = 二， 
在 ( -% ,0) 上 ， 
[az = In(-%) +C. 
总 之 ,对 于 xe(-o ,+o) 且 x 关 0, 有 
| Zax si 
性 质 3-3 kf(x)dx = | f(x) dx (4k 为 非 零 常数 ). 
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性 质 3-4 | [f(x) + g(x)]dx = [f(x)dx + | g(x) dx. 
性 质 3 -4 对 有 限 个 函数 都 是 成 立 的 , 且 以 上 两 条 性 质 通过 求 导 法 则 立即 获 证 . 


例 3 -4 sae 互 | 


根 式 或 分 式 形式 的 寡 函 数 ,尽量 将 其 表示 成 允 的 形式 再 积分 ,不 易 出 错 . 


例 3 -5 | 


解 原 式 = | (二 + 2 jd = [二 二 
例 3 -6 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 
(1) | (3*e + sin 2 ja a 











zdx = ln |x|+arctanx+C. 
十 区 





en (3) | i 
sin2 之 cos2 羡 
2 2 


] 十 


六 COSX (3e)” ， 1 he 
解 :(1) 原 式 = [ [G3e) + 一 sz]dz = 再 + YX 一 Fsinx+C. 





x 一 1+1 1 1 
(2) 原 式 = | 后 L 半 1x = [(* -1 +t a) = 3* -%+arctanx+C. 


(3) 原 式 =4| w \2 : 4| 
2sin 了 cos | 
从 以 上 的 例子 可 以 看 到 ,直接 利用 基本 积分 公式 及 不 定 积 分 的 运算 性 质 ( 有 时 要 先 将 


被 积 函 数 做 代数 或 三 on 换 ) ， 可 以 求 出 一 些 简单 的 不 定 积分 ,这 种 积分 法 称 为 直接 
积分 法 ,但 对 于 je Ti | ersin xdx 等 ,不 能 使 用 直接 积分 法 , 故 需 进一步 研究 求 积 分 的 
方法 . 

三 、 换 元 积分 法 

直接 利用 公式 和 性 质 , 能 计算 的 不 定 积分 是 非常 有 限 的 . 将 复合 函数 的 微分 法 反 过 来 
用 于 求 不 定 积分 ,利用 中 间 变 量 的 代 换 ,就 得 到 复合 函数 的 积分 法 , 称 为 换 元 积分 法 ,简称 换 
元 法 . 换 元 法 通常 分 为 两 类 ,其 中 的 第 一 类 换 元 法 又 称 为 凑 微 分 法 . 

1. 第 一 换 元 积分 法 (次 微分 法 ) 

引 例 求 | U8 Od 





= 4| csc2xdx = 一 4cotx + (C. 


分 析 | cos 2xdx = sin 2x 二 (CC 。 
原因 在 于 被 积 函 数 cos 2x 与 公式 | cos xdx = sin x + C 中 的 被 积 函 数 不 一 样 , 于 是 如 果 


1 
今 凤 = 由 = 三 — = 一 -sl 
今 w=2x, 则 du =2dx， [eos 2xdx 7 > | cos udu 7 sinu +C. 
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解 今 凡 =2x, 则 du=2dx, 得 dx = 广 du, 于 是 


将 w=2x 带 回 ] 
Fsin 2x+C. 








| eos2xax = | cos udu = Fsinu+C 
由 此 例题 ,我 们 总 结 出 : 设 /(w) 具 有 原 函 数 (w) , 即 F'(w) =/(u) ,那么 
[fw)au = Fw) FC 
若 [w=gp(x) 且 g(x) 可 微 , 则 由 复合 函数 微分 法 ,dF[ p(x) ] =/[p(x) ]g'(*)dx, 那 么 
[fplx)]p'(x) dr = FLp(x)] +C. 
因为 w=gp(x) ,所 以 
Jf To) e's)ds = Fio(s)] + C= [Kod] 


于 是 有 下 面 的 定理 : 
定理 3 -2 设 /(w) 具 有 原 函 数 F(u) ,=ep(x) 可 导 , 则 有 换 元 公 于 


[f Lp(x) Jp'(x) de = [ {fw aul 要 下 = Flp(x)] +C. 
此 定理 称 为 第 一 换 元 积分 法 ,简称 凑 微 分 法 . 
换 元 公式 的 关键 ,是 通过 引入 中 间 变 量 w= g(x) ,把 被 积 表达 式 凑 成 某 个 函数 的 微分 ， 


然后 利用 基本 积分 公式 求 出 结果 . 
例 3 -7 求 下 列 积分 : 


=9(%) 


dx 1 2 
(1) | 元 | 3 (| 3 
解 (1) 令 w=1+3x, 则 du=3dx, 于 是 ， 











1 种 寺 -丰美 - 革 时 < 吉 Js -二 所 


第 
3 


E Po eo 


也 


1 
4 
(2) 令 =3+2x, 则 du=2dx, 于 是 





[Ee = [du = Sln lul+ C= Fln |3 +24|+ C 
熟练 以 后 ， TTB 
Xx+2 =u ( 志 二 多 并 
(3 Er I ee +2) | du 


| ta - 4- +4u3)du = jn Ju|+4u”! = 六 


= 4 2 
n |x sD 


由 例 3 -7, 我 们 可 以 总 结 出 如 下 规律 : 
[fax +b)dx = flax +b)d(ax + 5) 





+C. 
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例 3 -8 求 下 列 积分 : 
(1) | wer ax; (2) [x VR + 4dx. 


u x2 








2 1 u a 2 二 .2 
解 (1) | xe”dx = >| edx 1/ edu = Fe 二 人 二 柯 让 +C 
(2) [s VX + 4dx = | VE + 4dx? = | x + 4)3d(x? +4) 
u= usm 1 人 记 w=x2+4 ] 3 
widu = 7X 3+ 0 


对 这 类 换 元 法 比较 熟练 以 后 ,就 不 必 写 出 中 间 变 量 ,这 样 可 以 免 去 回 代 的 麻烦 . 


由 此 例题 我 们 得 到 如 下 规律 : 
| Xe +Q)xdx = es +a)d(x* + a) 


= [Joa)d] 


ee 
1 
例 3-9 求 [0 Da 


解 l dln x 


EE 
x(1+2Inx) J (1 +2lnx) 


1 1 
到 二 da(2mz+lD= Fn |2lnx+1|+C. 


一 般 地 | Am x) 二 dx = | An x)dlnx = [JfAwWa] 





分 析 :看 到 题目 的 形式 ,想到 公式 | 一 5- 


解 [= 全 == 三 | dx = 二 | 1 d 各 = 了 arctan 和 E+C. 





= arctanx + C. 

















2 2 2 2 
本 2 
a a 
1 1 1 1 本 d(x=a) [d(x+a) 
= 一 三 d 
解 | a 2a Sr -a xX+a 
= 元 [mn lx -al-In [x +all+C = TIn i 











例 3 -12 求 | 一 (a > 0). 


= 





分 析 


= arcsinx% + C. 
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J 


例 3 -13 求 | 二 dx 


% wr 1 
解 | 二 pi og | +%)3 人 + x)? clei lat + %) 
区 十 + (C 
we ZL 


有 时 对 被 积 函数 的 分 子 进 行 加 减 项 ,可 简化 计算 . 
例 3 -14 求 | tan xdx. 




















解 mxdz = [Se sdx =- {PE = -ln |eos sl+C. 


COS 多 COS 


类 似 ,可 得 | cot xdx = ln |sinx|+C. 
例 3-15 求 | cos2xdx. 





2 二 上 机 os2w = :1 风 
解 | cosxdaz = | 7 dx = 7% + Hsin2r+C. 
例 3-16 求 | cos3x sin5xdx. 
解 | cos> sin5xdx = | cos> sin5xdsin x = (1 - sin2x) sin5xdsin x 
6 


La 
x—-—sinsx+C. 


8 
形 如 sin”"x,cos"x 的 被 积 函 数 , 若 m,n 全 为 偶数 , 则 采用 半角 公式 将 它们 降 次 , 若 其 中 至 


= ' (sin5x - sin’x)dsin x = sin 


少 有 一 个 是 奇数 ,将 奇数 寡 次 较 低 的 那个 三 角 函 数 凑 微 分 . 
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例 3-17 求 | cos 3xcos 2xdx . 


二 4 
解 | eos 3xcos 2xdx = >| (eos Sx + cos x)dx = 10sin Sx+ 7 Sin% +C. 


若 被 积 函数 是 两 个 不 同 角 的 三 角 函 数 相 乘 , 则 可 利用 积 化 和 差 公 式 . 
例 3-18 求 | sec xdx. 


2 
sec x(secx+ tanzx Sec xX + sec xtan % 
解 | see xdx = J ( a = | 
tan%w+ Secw tan % 十 secx 





1 


一 一 dtanxy +secx) =ln| secx+taanx|l+C. 
(tan x + sec x) 


类 似 地 | csc xdx = ln| cscx —- cotx|+C. 


例 3-19 求 | tan4xdx. 
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{tantxdx 三 | an2x tan2xdx = | seesx — l)tan2xdx 
9 2 1 3 
= | (tan’x sec’x - sec’x + 1)dx = 本 tanx -tanx+%+C. 
例 3-20 求 | tan5x sec3xdx. 
解 | iansx sec3xdx = | tan4x sec2xsec xtan xdx = | (sec2x — 1)? sec’xdsec x 


= | (sec6x — 2 sec4x + sec2x%) dsec 


2 1 
Sec x — sec 十 本 sec +C. 


本 
被 积 函数 形 如 : | tan™x sec"xdx ,| cot™x csc"%dx 时 ,有 


1) 若 nn 为 偶数 , 凑 微 分 sec2xdx = dtan x， csc2xdx = -dcot xi; 
2) 若 m,n 均 为 奇数 , 凑 微 分 tan xsec xdx =dsec x， cot xcsc xdx = -dcsc x. 
通过 以 上 例题 ,我们 总 结 出 以 下 比较 常见 或 具有 一 定 代表 性 的 凑 微 分 形式 : 


n+ dx lt ya 
Td(x es dx =d(In Ix|); 





i +b6), x"dx = 1 
a nt 


dx 


7 =d(arctan %) 
+% 





过 一 -d( 二 ) ， erdx =d(er)，sinxdx= ~—d(cos %), 
等 等 . 

2. 第 二 换 元 积分 法 

与 第 一 类 换 元 法 相 比 ,第 二 类 换 元 法 的 过 程 恰好 相反 ,以 下 定理 不 予 证 明 . 

定理 3-3 设 x=gqp(t) 单 调 . 可 导 , 且 pg'(1) 0, 又 设 fLp(t)]jy'(t!) 具 有 原 函 数 , 则 有 
换 元 公式 

[F(x) ax = EOILAGLU I 到 

其 中 1=p-'(x) 是 x=g(t) 的 反 函 数 . 

第 二 类 换 元 法 的 根本 任务 就 是 化 无 理 函数 的 积分 为 有 理 函 数 的 积分 , 即 去 根 号 . 被 积 
式 含 简单 根 式 时 ,如 Vax+b 等 ,可 直接 令 这 根 式 为 1 去 根 号 . 

例 3 -21 求 下 列 积分 : 


和 
1 
Sh mae ed A 
解 人 故 令 1=Yx=x= 信 , 则 dx =21d 


人 | Ds 


-2 (1 -i)=2(-In | 从 让 |2 寺 6 














将 t=Vx 回 代 , 即 
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1 
a Ws 


(2) 令 Vl+te”=i, 则 x=In(t? -1)， dx = 
人 人 1 本 -1 
站 = Br 
EC rt et 

Vl+e”+l 


业 
3-22 5 一 一 一 一 dx 
例 求 | 万 + 天 
解 = 三 ,六 = 籽 , 考 虑 到 它们 指数 部 分 的 分 母 的 最 小 公 倍 数 为 6. 令 弦 = 区 则 x = 
1 ,dx =615 dt. 


dt. 

















1 
| v1 rt 


1 ds [tl 
=6| (2 -1+1- 1)d =27 37 +6 -6n(t +1) +C 
= ed +9x) +C. 

被 积 式 车 含 Va? - 避 、Vx + 等 根 式 ,一 般 分 别 设 x = asin tx =atan tix = asec t, 作 三 
角 代 换 去 根 号 ,但 具体 情况 ,如 | x Vs2 - a ,次 微分 更 方便 


例 3 -23 求 | Va - xdx (a > 0). 
解 令 %=asin tte( -7 ,7 ) ,做 辅助 三 角形 ,如 图 3 -2, 则 
dx = acos tdt. ， 


| Va -x idx = | acost “ acos tdt = [2 cos2tdt = Fo a (1 + cos 21)dt 


a2t 十 i sin2: +C = 于 co2 二 六 ozsin tcost+C. 


1 
区 对 ; 
图 3-2 
: TT 
由 于 *=asin t,te | -了 六), 且 e>0, 则 


本 

a- No -xX 

t =arcsin —, cos t= V1 -sin’t = 一 一 一 ， 
a a 


于 是 所 求 积分 为 
| Va — xdx = Fa arcsin + Fx Ma a 


1 
例 3 -24 求 | > 扩 0 鸭 局 


有 


解 令 x=atantts(-7， 2 ) ,由 则 dx = ca sec?tdt. 
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1 1 3 _ 
| 二 1 72 sec 加 天 三 | see tdt = ln |sect +tant|+C. 
由 x =atan t 作 辅 助 三 角形 ,如 图 3 -3, 易 知 


Sec t= 


考虑 到 sec +tan t >0, 所 求 积 分 为 
} J 具有 | 生机 


MX 二 oO 








= ln(x+ Vx +a)+C (其 中 C= Ci -lnc). 
dx (a > 0). 





网 求 | 2 
x -a 


解 当 x>a 时 , 令 x=asect ie Lo) , 则 dx = asec ttan td 





| 2 dx = | asec ttan tdt = | see idt = ln(sect +tant) +C. 
/x2 Fe a2 atan 上 


由 x =asect 作 辅助 三 角形 ,如 图 3 -4, 知 





tan t = 


六 se 
则 x>a 时 , 回 代 并 简化 (将 -ln a 并 入 任意 常数 C) 有 
1 
] Mt ee 
当 x< -a 时 ,对 原 式 作 代 换 x= -uw, 则 因 w>a, 可 直接 利用 上 式 结果 , 推 得 
1 
| = ln(-x- Vx -a)+C. 
将 x>a 及 x< -a 的 结果 综合 写成 
ll 
| == 1 yi /at 


% 











作为 三 角 代 换 的 一 个 补充 ,分 母 中 含有 x 的 老 时 可 以 使 用 倒 代 换 , 即 * = 二 
例 3 -26 求 | dn 


解 设 *= 二 ,那么 dz= -三 dt, 于 是 


[et fe (Me = le 
当 xe (0,a) 时 ,>0, 有 


| 4 eT [ee rate -1) CS Li 
x4 2a2 302 3a2x3 
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当 XE ( -a,0) 时 ,有 相同 的 结果 。 
多 数 情 况 下 ,还 是 使 用 三 角 代 换 比 较 便捷 ,如 | 一 二 -一 dx,| 一 二 一 dx 等. 
| 一 记 
本 节 例 题 中 ,有 几 个 积分 是 以 后 经 常会 遇 到 的 ,通常 也 被 当做 公式 使 用 ,这 样 , 常 用 的 积 
分 公式 ,除了 基本 积分 表 中 的 几 个 外 ,再 添加 下 面 几 个 (其 中 常数 a >0): 
(14) | tan dx =—l]n |cosx|+C; 


(15) [cor xdx = ln |sinx|+C; 
(16) | sec xdx = ln |secx +tanx|+C; 


(17) | ese xdx = In |esex - cotx|+ Ci ， 


1 
a2 + x 
i 


x? 至 a? 2a 





(18) | 


1 x 
= —arctan— +C; 
a a 


多 一 人 
xX+a 














+C; 





sw 
dx = arcsin — + C; 
2 a 


(21) | = dx =In(x+ Vx +o)+C; 


MX +a 


(22) sd A | 


xX? = 








` 分 部 积分 法 


前 面 在 复合 函数 求 导 法 则 的 基础 上 得 到 了 换 元 积分 法 ,现在 利用 两 个 函数 乘积 的 微分 
法 则 ,来 推 得 另 一 个 求 积 分 的 基本 方法 一 一 分 部 积分 法 . 
设 函 数 w=u(x) v=v(x) 具 有 连续 导数 , 则 | 
d(w) =udv +vdu. 





移 项 ,两 边 积 分 得 
| ua = LO 一 | 


这 就 是 分 部 积分 公式 . 如果 求 | udo 有 困难 ,而 求 vdu 比较 容易 时 ,分 部 积分 公式 就 可 以 
发 挥 作用 了 . 下 面 通过 例子 说 明 如 何 运 用 这 个 重要 公式 . 
例 3-27 求 | xcos xdx. 


解 ” 这 个 积分 用 换 元 积分 法 不 易 求 得 结果 ,现在 试用 分 部 积分 法 来 求 , 但 是 怎样 来 选取 
u 和 dv 呢 ? 如 果 设 w=x,dv = cos xdx, 则 du =dx,z = sin x, 带 人 分 部 积分 公式 得 


| «eos xdx = | xdsin « = xsin% 一 h sin xdx ， 


而 | vav = | ia xdx 容易 积 出 ,所 以 
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| xcos xdx = xsinx + cos% +(. 
求 这 个 积分 时 ,如 果 设 w=cos xy,do =xdx, 则 dz= -sin xdx,v = 地 ,于 是 


2 2 
| «cos xdx = [eos i = cosx + | Ssin Xdx ， 


而 | 和 sin xdx 比 原 积分 更 不 易 求 出 ,x 的 次 数 反而 升 高 了 


由 此 可 见 , 如 果 和 dv 选取 不 当 , 就 求 不 出 结果 ,所 以 应 用 分 部 积分 法 时 ,恰当 选取 
和 dv 是 关键 ,选取 w 和 dv 一 般 要 考虑 以 下 两 点 : 
1)v 要 容易 求 得 ; 


2) | vd 要 比 | udv 容易 积 出 
例 3 -27 还 说 明 一 般 寡 函数 和 三 角 枯 数 相 乘 时 , 选 寡 函数 为 忆 
例 3 -28 求 | 2e dx 
解 设 vx= 和 万 ,=e*, 则 e*dx =de* =do, 于 是 
[Es e”dx = | 2ae = x?e” - | er2xdx = x?e” -2| xe*dx 
= x2e” — 2| xde” = x2er - 2xe* +2e* + C. 
一 般 地 , 筷 函 数 和 指数 函数 乘积 时 , 选 坚 函数 为 u. 如 | xa*dx 
例 3-29 求 | xn xdx. 


解 令 w=lIn%x, dv=xdx= d( 廊 *) ,于 是 


了 亏 卫 1 
YX x? 二 dz = 地 PIn% 一 让 +C. 
一 般 地 ,和 震 函 数 和 对 数 函 数 乘积 时 , 选 对 数 函 数 为 u. 


熟练 以 后 ,前 面 选取 w 和 dv 的 过 程 可 以 省 略 . 
例 3-30 求 | xarctan xdx . 


[ln xdx = | xd( 广 好 ) 三 Fins 一 


2 
% 
解 | xarctan xdx = 7 arctan % 一 | a x) 





二 ee. = 他 . 
2 2 
2 


2 
2 





1 
arctan x — l= 2) dx 


% 1 
= arctan x — 7 (x - arctan x) +C. 


一 般 地 , 寡 函 数 和 反 三 角 函 数 乘 积 时 , 选 反 三 角 函 数 为 凡 
例 3-31 求 下 列 积分 : 
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(1 | secixax; (2)] e”cos xdx. 
解 :(1) | secxdx 写 [sec xdtan x = sec xtan x 一 l tan2xsec xdx 
= sec xtan x 一 | sec %(sec2x — 1)dx 


= sec xtan x 一 ) sec3xdx + 上 sec xdx. 
sec x 的 积分 前 节 已 积 出 ,所 以 


1 1 
| sec3xdx = 了 sec xtan x 十 Fn |secx +tanx|+C. 
(2) | excos xdx = | eos xde” = e*cosx+ | e”sin xdx 
= ercos % 十 | sin xde” 


= ercos% + esinw% 一 ) ecos xdx. 
所 以 
本 ee 
e”cos xdx = pm (sinx+cosx)+C. 


这 两 例 ,等 式 右 边 出 现 了 待 求 积分 项 , 移 项 后 , 即 可 得 到 所 求 的 积分 . 题 (2) 的 被 积 函 
数 为 指数 函数 与 正弦 或 余弦 函数 的 乘积 ,一 般 选 三 角 函 数 为 x, 也 可 选 指数 函数 为 忆 
例 3 -32 求 下 列 积 


(1) [mn dx， (2) | areeos xdx. 


解 (1) | In xdx = ln — | «dlnx =xnz-| =xlInx—-x+C. 


x 





全) | areeos xdx = Xxarccosx 一 | wdarceos X% = Xarccos +| = 
i 
= xarccos x 一 二 = xarccosx% ~- V1 -和 +C. 


NL = 
通常 情况 下 ,如 果 被 积 函数 就 是 一 种 函数 ,而 且 还 不 易 直 接 积 分 ,这 时 候 可 以 考虑 令 v = 
x, 然 后 直接 利用 分 部 积分 公式 . 
通过 上 面 这 些 例 题 , 我 们 得 到 如 下 结论 : 
用 分 部 积分 法 求 积 分 通常 适用 于 被 积 函数 是 两 种 不 同类 型 的 函数 乘积 时 的 不 定 积 
此 时 ,关键 是 选取 适当 的 u,v. 一 般 确定 函数 v 的 顺序 为 : 反 、 对 、 窜 、 三 、 指 . 但 对 于 形 如 


esin bxdx, | e“cos bxdx 这 种 类 型 时 ,wu 和 dv 可 以 任意 选取 . 


五 \ 有 理 函 数 的 积 


1. 有理 函 数 的 部 分 分 式 分 解 
有 理 函 数 是 指 两 个 多 项 式 的 商 : 
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n n-l 
Plx) _ Qo% 十 QIX a 


Q(x) box™ +bx™ T+ + b,x+b, 

又 称 为 有 理 分 式 . 其 中 m ,n 都 是 非 负 整数 ， QnsQn-1""",Q1, 00 及 bi vb bi ,bo 都 是 实 
数 , 有 ao 关 0,bo 关 0. 

假定 P(x) .Q(x) 之 间 没 有 公 因 式 , 当 n<m 时 , 称 这 有 理 函数 为 真 分 式 ,否则 称 为 假 分 
式 . 利用 多 项 式 的 除法 ,总 可 以 将 一 个 假 分 式 化 成 一 个 多 项 式 与 一 个 真 分 式 的 和 ,例如 

对 一 3 12w -2 

此 时 右边 的 多 项 式 可 以 逐 项 直接 积分 ,因此 只 需要 讨论 真 分 式 的 积分 ,现在 问题 在 于 如 

何 将 真 分 式 化 为 部 分 分 式 之 和 . 


对 于 真 分 式 忆 2 ,如 果 Q(x) =01(*)02(x) , 且 01(x*) .02(%) 没 有 公 因 式 , 则 


GC) 
PY _ Pi(x) ty 
Ol(x) Q(x) Qs (x) 
法 个 过 和 入 分 式 分 角 为 部 分 分 式 之 和 
论 上 ,多 项 式 0(x) 最终 被 分 解 成 一 次 式 与 二 次 质 因 式 的 乘积 ,于 是 有 理 函数 的 分 解 
二 -er 等 三 种 类 型 的 函数 ， 这 里 多 项 式 Pi(*)、 
P(x) 的 次 数 分 别 小 于 m2n, 且 7 -4g <0 
2. 有 理 函 数 的 积分 
Pi(%) Pp, (x) 


只 需要 讨论 两 个 分 式 的 积分 :(1) 2 i 
(x—a) (x° +px +9) 


对 于 式 (1) ,无 论 吕 为 何 值 , 作 代 换 #-a=w 则 dx = du, 且 2 2 的 和 起 中 ,每 
都 是 uw 的 震 函 数 ,积分 容易 ,参见 换 元 积分 中 的 例 3 -7(3) ,这 里 不 再 蒙 述 . 
对 于 (2) 式 ,一 般 先 对 分 母 配方 得 
X2 +p% tg= (w+) +19- 人 = +A?, 
当 =1 时 ,用 凑 微 分 法 求解 . 当 n>1 时 , 作 三 角 代 换 : 令 和 =4tan i, 则 dX =4 sec?itdi, 被 积 


函数 最 后 是 形 如 sin*t cos4 的 代数 和 (k,l! 为 整数 ) ,sin*i cos4 的 积分 在 换 元 积分 法 中 已 有 讲 
述 . 
2x+1 
Ma 求 | 地 +2x +2 
解 x2+2x+2=(x+1)?+1, 令 x+1=w, 则 
2x+1 2 -1 2u 1 
= 宇 eg 
| | et | 
2 
d(u +1) :| 1 让 


中 市 +1 












































= ln(w +1) -arctanu+C 
= ln[(x+1)*+1] -arctan(x +1)+C. 
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3 
加 求 | 底 + 2x Pe 


解 字 +24+2=(%+1)?+17, 作 代 换 和 + =tan 1， te ( -3 - 工 二 小 则 


xx =tant-1，dx =secztdi,，x2 +2x +2 A = sec2 . 


3 3 
人 AR 
| (这 二 25 PSE 三 ee sec“tdi = | (tant — 1)” cos’tdi 





各 | (sin3t cos-!; — 3 sin?t + 3sin tcos t — cos2r)dt 
去 | (sin?t cos-1i + 3cos t)sin tdi — | (3 sin2f + cos2tr) dt 


= 一 | (cos-!t +2cost)dcost— | (2 - cos 21) dt 


=— ln(cost) -cos2t -2t+sintcost+C. 


而 
ET Rg ee eg 
VX +2x +2 VX +2x +2 
X2 1 x 
i i aa Fln( +2x +2) -2arctan(x +1) Ve a +C. 
一 3 
机 
解 ” 将 分 母 因 式 分 解 :(x -1) (x? -1) =(x-1) (x+l1), 设 
x -3 6 








ly ell el 
方法 一 (Ax+B)(x+1) +C (x -1)?=x 3, 比较 同 类 项 系数 ; 
方法 二 对 x 取 特殊 值 , 如 *x 依次 取 -1,0,1 求 得 4,B 人 -2, -1, 于 是 


X% 一 3 


(w= 1) (2 i - [pw -zr | i 





-ln |x+1| 





1 
=ln |x-1l|l+ -ln|lx+1|l+C 
x—1 


% 一 2 ee 二 
(| 这 sd 也 可 用 "= 1 换 元 ). 


%+1 


厅 dx 
x -Sx+6 


例 3-36 求 | 
解 设 
x+l1 A B 


X5146 %-3 x-2" 








则 
4(x -2) +B(x -3) =x+1, 
通过 比较 同类 项 系数 或 对 x 取 特 殊 值 , 求 得 4,B 分 别 为 4, -3, 于 是 


[= = [一 jdz - [= =4mlz-31-3mlx-21+C 
x -Sx+6 X 一 3 
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3. 可 化 为 有 理 函 数 的 积分 举例 
例 3 -37 求 下 列 积分 : 
VX 一 1 dx 
人 a 
Co 二 ui ee 
解 (1) 为 了 去 根 号 , 令 Vx- 了 =w, 则 x= 忆 +1,dx =2udu, 于 是 
J 
C4 











Rt Te = 2(w - arctan wu) + C. 


(2) 令 3x+2=t, 则 x=t3 -2,dx =3t2di. 





dx 3 1 ni 
/二 先生 证 3 (1-1+1 dt =3(7 -ttnl1l+t1)+C 


= 六 dt 3 rl 1 4 | 
换 元 积分 中 的 三 角 代 换 可 能 得 到 关于 三 角 函 数 的 有 理 式 ,如 5 和 和 ,这 时 


sin x(1 + cos x) 


可 用 三 角 公式 将 其 化 成 an 3 的 函数 ,再 令 tan 了- =u, 得 到 普通 的 有 理 式 积分 . 
最 后 指出 : 本 一 定 存在 ,但 它 不 一 定 是 初等 函数 ,如 
e ,sin 好 ， ,过 -等 , 因 其 积分 不 能 用 初等 函数 表达 ,所 以 常 称 它们 是 “ 积 不 出 "的 . 
另外 ,对 于 复杂 的 积分 ,也 可 以 通过 查 表 求 得 ,这 里 不 做 讨论 


3.2 定 积分 


定 积 分 是 积分 学 中 的 一 个 很 重要 的 概念 ,在 自然 科学 、 医 学 等 领域 内 有 着 广泛 的 应 用 
和 变速 直线 运动 的 路 程 人 手 , 引 出 定 积分 概念 、 性 质 
与 计算 方法 ,在 此 基础 上 讲述 它 在 几何 \ 物 理 、 医 学 等 方面 的 简单 应 用 . 


一 、 定 积分 的 概念 


1. 引 例 
1.1 曲 边 梯形 的 面积 设 y=f(x) 在 区 间 [a,b] 上 非 负 、 连 续 . 由 直线 % =a、x =5y = 
0 及 曲线 y =f(x) 所 围 成 的 图 形 ( 如 图 3 -5) 称 为 曲 边 梯形 . 
该 图 形 的 面积 显然 不 能 用 矩形 的 面积 公式 计算 . 但 考 
虑 到 f(x) 在 [a,5] 上 连续 , 当 x* 的 变化 很 小 时 , 它 的 变化 不 ” 
会 很 大 . 这 就 是 说 ,由 一 个 很 小 的 区 间 所 形成 的 小 的 曲 边 Tr 
O 





梯形 近似 于 和 矩形 ,可 以 计算 面积 ,而 且 只 要 区 间 足 够 小 , 近 
似 程度 就 会 足够 高 . 基于 此 ,我 们 对 曲 边 梯形 的 面积 问题 
作 如 下 步骤 的 处 理 . Sw Xn-lXn ee 
分 割 在 区 间 [a,5] 内 任意 插入 n -1 个 分 点 : 
a=%0 < CH 1 <%, =b. 
[a,5] 被 分 成 nn 个 小 区 间 . 曲 边 梯 形 被 过 各 分 点 且 平行 于 y 轴 的 直线 分 成 个 小 的 曲 
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边 梯形 , 记 第 i 个 小 区 间 为 [x;-1 ,xi] ,其 长 度 为 Ax; =%; 一 宕 -1 
近似 ”在 每 个 小 区 间 , 比 如 第 i 个 小 区 间 [ x;_1 ,x;] 内 任意 取 一 点 ,以 A(é&;) Ax; 近似 表 
示 该 小 曲 边 梯形 的 面积 A4;, 即 
AA;=f(é&;) Axi(i=1,2,.…n). 
求 和 ”对 所 有 小 曲 边 梯形 的 面积 求 和 ,得 到 曲 边 梯形 面积 4 的 近似 值 


4 一 AE) Am 


取 极限 “ 当 区 间 被 无 限 细 分 , 即 各 小 区 间 的 最 大 长 度 = max| Axi ,Axs ,…,Axn,} 趋 于 0 

时 ,就 得 到 曲 边 梯形 的 面积 的 精确 值 
4 = lim Lf Ei) Ar 

这 个 过 程 告诉 了 我 们 求 复杂 平面 图 形 面积 的 方法 ,同时 也 告知 了 平面 图 形 面积 的 定 
义 . 解决 曲 边 梯形 面积 的 思想 方法 是 :分 割 一 一 近似 一 一 求 和 一 一 取 极限 . 

1.2 ”变速 直线 运动 的 路 程 ” 曲 边 梯形 的 面积 问题 具有 很 强 的 代表 性 . 比如 做 变速 直 
线 运动 的 物体 ,在 时 间 间 隔 [ ,ts] 内 所 发 生 的 位 移 ,也 不 能 用 速度 与 时 间 的 乘积 求 得 . 但 
根据 运动 物体 速度 的 变化 是 连续 的 这 样 一 个 事实 ,可 以 类 似 地 对 时 间 段 进行 分 割 , 再 对 位 移 
进行 近似 \ 求 和 、 取 极限 等 运算 ,可 以 求 得 物体 位 移 


= 1 » : 三 a 9 , n 
s = lim 2 (7) A (A = max! Ati ,AL AR 


其 中 s ,v(t) (假定 非 负 ) 分 别 表 示 物 体 的 位 移 和 速度 . 
2. 定 积分 的 定义 
将 以 上 方法 进行 概括 ,抽象 , 便 得 定 积分 的 定义 . 
定义 3 -3 设 函 数 /(x) 在 区 间 [a,8] 上 有 和 界 , 在 [a,b] 内 任意 插入 若干 分 点 
T= CH KW SY = 


将 区 间 分 成 n 个 小 区 间 , 在 每 个 小 区 间 [x;_1 ,%;] 上任 取 一 点 &;, 作 和 式 











i 
i=l1 


若 不 论 对 区 间 [ a,b] 怎 样 划 分 ,也 不 论 在 小 区 间 [x;_1 ,x;] 上 点 & 怎样 选取 ,只 要 当 A = 
max| Axi ,Ax2 ,…, Ax | 趋 于 0 时 ,上 述 和 式 总 趋 于 某 一 确定 的 常数 1, 则 称 了 为 函数 fx) 在 


区 间 [a,5] 上 的 定 积分 , 记 作 f(x)dx , 即 


[fa = liy DAE A 
其 中 /(*) 称 为 被 积 函 数 ,f(x) dx 称 为 被 积 式 ,* 称 为 积分 变量 ,a 称 为 积分 下 限 ,6 称 为 积分 


上 限 ,[a,6] 称 为 积分 区 间 . 
根据 定 积分 的 定义 ,上 述 曲 边 梯形 的 面积 与 变速 直线 运动 的 路 程 分 别 可 以 表示 为 


办: 吕 Jraax， va 


由 “和 式 的 极限 ”, 还 很 容易 得 到 以 下 结论 : 
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1) 定 积分 是 一 个 实数 , 它 仅 与 被 积 函数 和 积分 区 间 有 关 , 而 与 积分 变量 无 关 , 即 
b 
Jraa = {Aa = ff au 


2) 当 a=6 时 , [ f(x) dx = 0; 
3) fs) as = [fle) ds 
当 /x) >0 时 , 定 积分 | f(x) dx 表示 由 曲线 y=/(*) .直线 +=a,x=6 及 4 轴 所 围 成 的 


曲 边 梯形 的 面积 4, 即 f(x)dx = 4. 


当 f(x) <0 时 , 定 积分 的 值 是 其 面积 的 负 值 . 

当 f(x) 在 [a,85] 上 有 正 有 仙 时 , 定 积 分 表示 x 轴 上 方 的 图 
形 面积 与 x 轴 下 方 的 图 形 面积 之 差 . 如 图 3 - 6, 函数 A(x) 在 
[a,6b] 上 的 定 积分 为 


[WE = 


由 定义 ,只 要 和 的 极限 存在 ,函数 (x) 就 在 区 间 [a,b] 可 
积 . 至 于 什么 样 的 函数 是 可 积 的 ,这 里 不 作 深 入 讨论 ,只 直接 
给 出 结论 : 闭 区 间 上 的 连续 函数 可 积 ; 闭 区 间 上 有 界 且 只 有 有 限 个 间断 点 的 函数 可 积 . 


例 3 -38 由 定 积分 定义 计算 | dx 
解 函数 F(xz) =x 在 [a,b] 上 连续 ， ne i 1]n 等 分 : 
[一 二 | (= 1,2…n) ,各 小 区 间 长 度 为 Ax; = 工 一, 且 取 小 区 间 右 端点 二 =， 那么 





a i 
fs dx = lim PAE = lim De = li rs) n 
| 1 
ee DLC 
lim 3 Gnt+ ) (2n +1) 3 


n—% 


注 ”因为 是 等 分 ,所 以 A 一 0 等 价 于 n 一 w. 由 定义 求 定 积分 的 值 ,在 工程 计算 中 有 着 
广泛 的 应 用 ,但 理论 上 的 求 值 ,并 不 使 用 此 法 . 


二 、 定 积分 的 基本 性 质 
根据 定 积分 的 定义 和 极限 运算 法 则 ,可 以 得 到 定 积分 的 以 下 性 质 . 
性 质 3 -1 [ f(x) es = k | fx) dx 
b b b 
性 质 3 -2 | [f(x) + g(x)ldx = | fx)dx + | g(x) ds 
性 质 3 -3 | /ad = Dae + jad (其 中 ,b,c 为 任意 实数 ) ,i 该 性 质 表 明定 


积分 对 积分 区 间 具 有 可 加 性 . 
性 质 3 -4 在 区 间 [a,86] 上 ,着 f(x) <g(x), 则 
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ff) < 「 end 


推论 | Ax)ax|< | Ax) dx (a <b). 
性 质 3-5 设 MM 及 m 分 别 是 函数 y=f(x) 在 [a,b5] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 , 则 
m(b -a) < [f(s) de < Mb -0). 


性 质 3 -6( 积分 中 值 定理 ) ”如 果 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,b8] 上 连续 , 则 在 该 区 间 上 至 少 
存在 一 点 &, 使 


[fa =f(é)(b-a) (oa<é 6b). 


中 值 定理 的 几何 意义 是 :在 [a,b] 上 总 能 找到 一 点 ,其 对 应 的 
函数 值 就 是 这 曲 边 梯形 的 平均 高 度 , 如 图 3 -7. 一 般 将 f(8) , 即 


二 一 A) 和 e 称 为 本 数 /x) 在 区 间 [4,6] 的 平均 值 . 








三 、 微 积分 基本 定理 
1、 积 分 上 限 函数 及 其 导数 
设 函数 .Kx) 在 区 间 [a, 四 上 连续 , 若 x 在 [4,5] 内 任意 变动 , 则 对 每 个 取 定 的 x 值 , 定 积 
分 「 f(s) dt 都 有 唯一 确定 的 值 与 之 对 应 , 即 (i) di 是 x 的 函数 , 记 为 


6(z) = [f(t, 
称 为 积分 上 限 函数 . 
注 1) @(o) = | KoDd =0,8(-*) = 三 ADd 


2) 由 积分 的 性 质 | Kx)dz = - Ax) dx， 有 | (Du = -Ddt ,所 以 只 需 讨论 积分 


上 限 函 数 . 类 似 地 上 (1) di 称 为 积分 下 限 函数 


下 面 我 们 讨论 积分 上 限 函 数 的 性 质 . 
定理 3-4 设 函 数 儿 (x) 在 区 间 [a,b] 上 连续 , 则 积分 上 限 函 数 在 区 间 [a,8] 内 可 导 , 且 
其 导数 


8'(z) = Ff) = fx) (a <# < 8). 
+Ax x 
证 明 AD = B(x+Ax) - B(x) = fd- [fd 
x XxX+Ax x x+Ax 
三 [fia 下 f(t)dt-— | f(a 上 f(t1) dt 


a Aa = f(&) Ax( 积 分 中 值 定理 ) ， 


所 以 
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=), 
其 中 & 介 于 x,x+Ax 之 间 , 即 Ax0,E_w, 上 式 取 极限 , 目 注意 到 f(x) 连续, 则 
eB 
or = lim, NM =limf(é) =f(%). 

Rh td 

例 3 -39 求 lim 一 一 一 
x—0 % 

解 这 是 型 不 定式 ,考虑 应 用 洛 必 达 法 则 有 


Js td CJ sin tdt )’ 


a i 
交 x—0 CY xz-0 2% 2 


1 
cts 
| ed 
Cosx 
x 








lim 
X 一 0 


例 3-40 求 lim 
x—0 
解 ed; = - “edi ,这 是 以 cos x 为 中 间 变 量 的 复合 西数 ,上 式 为 型 极 

限 , 由 洛 必 达 法 则 





怕人 
呈 到 
nm 
a 
提示 :本题 应 用 了 定理 3 - 4 及 复合 函数 的 导数 公式 (“f(t)d) = f(g(*)) ， 


9p"'(%). | 
定理 3 -4 表明 ,任何 在 区 间 [c,!]j 上 连续 的 函数 . 几 x) 都 有 原 函 数 , 且 积 分 上 限 函 数 


上 f(t) dt 就 是 它 的 一 个 原 函 数 . 这 就 是 原 函数 存在 定理 . 


2. 牛顿 一 一 莱 布 尼 茨 公式 
定理 3 -5( 微 积分 基本 定理 ) 设 函 数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,F(x) 是 f(x) 在 [a,b] 上 的 
一 个 原 函 数 , 则 


ff) = F(x) I = F(b) - F(a). 
上 式 又 称 为 牛顿 - 菜 布 尼 茨 (Newton - Leibniz) 公 式 . 
证 明 因为 B(x) = [A 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 它 与 F(x) 之 间 相 差 一 个 常数 , 则 
[fa = 
> 机 (二 人 二 [Du = 人 0 即 友 = =F(a), 上 式 再 令 w=b. 则 
[fa = WY 
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Newton - Leibniz 公式 将 定 积分 的 计算 与 求 原 函 数 的 计算 联系 起 来 了 
例 3 -41 利用 牛顿 - 莱 布 尼 艾 公式 ,重新 计算 例 3 - 37 中 的 定 积分 | 22dx 


1 1 
解 人 ed 关 二 2 人 洽 
0 





3 3 3 
问题 的 关键 是 如 何 求 一 个 函数 的 原 函 数 . 


例 3 -42 计算 人 (2eos x+sinx—1)dx. 





解 原 式 = [2sin x -cos x -x]6 =3 -也 


例 3-43 设 


求 | Ka)dz 


1 2 1 2 
解 | fx) ds = | A a 十 | fw) a = | 2xdx 十 | 5ax 三 筷 
例 3 -44 计算 曲线 y=sinx 在 [0,r] 上 与 * 轴 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 . 
解 面积 4 = |isin xd = [ -cos x]o = 


四 、 定 积分 的 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 


1、 定 积分 的 换 元 积分 法 

定理 3-6 如 果 函 数 /(%) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ,函数 x =gp(i) 在 区 间 [a,B] 上 单 值 是 
有 连续 的 导数 , 当 自 变量 i 在 区 间 [ a,B6] 上 变化 时 ,由 函数 x = g(t) 所 确定 的 值 在 [a,8] 上 变 
化 , 且 g(a) =a,p(B) =5b, 则 有 定 积分 的 换 元 积分 公式 


[far = 万 [e(Dle(Dd 


做 定 积分 , 换 元 必定 换 限 ,变量 不 必 回 代 . 且 注 意 在 新 的 积分 区 间 内 x = gp(i) 是 单 值 
的 , 即 没 有 多 个 1 对 应 同一 个 x 


例 3-45 计算 | Ve -dx (a >0). 
0 
解 令 x=asin i, 则 dx=acos tdi, 当 x=0 时 , 取 1=0; 当 %=a 时 , 取 t= 了 7, 则 


TT 2 工 
Va2 -wdx = a? cos2tdt = 人 (1 + cos 21)t1d 
0 


2 2 


[1+ 3sin 24]| = 


= 


例 3 -46 计算 cos3xsin xdx. 
0 


解 今 cos x=i, 则 di = -snxdx, 当 xzx=0 时 ,t=1; 当 %= 了 时 ,i =0. 则 
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fo cosasin zdx = au- fd = 1 证 


这 是 换 元 公式 的 反 同 应 应 用 . 注意 ,如 果 不 明 显 地 , 写 出 新 的 积分 变量 i, 就 不 必 换 限 . 





T 


cos3xsin xdx = — 上 cos3xdcos x = i 三 
0 0 4 2 
TT 
例 3 -47 计算 | Vsin3x — sin xdx. 
0 
3 
解 : Vsinix -sin wx = sin2xlcos x| ,注意 cos x 在 [0,m] 上 符号 的 变化 ,有 
到 二 
人 Asin3x — sin5xdx = 上 Bin 2xcos xdx 一 人 sin?xcos xdx 
2 


1 
a 


a a 
= [sin x] 了 sn = -(-$)= 了 
例 3 -48 设 /(x) 在 区 间 [ -a,a] 上 连续 ,求证 : 
01) 车 /() 偶 函数 , 则 f(x)dx = 2 f(x)dx; 
(2) 车 f(x) 奇 函数 , 则 f(x)dx = 0. 
证 明 因为 
[fsa = fx)ds + Aw) ds, 
在 三 /4) 和 中 , 令 x= -4, 则 


Awa = fH- fH-Da = [fs) dr, 
(1) 若 f 作 x) 偶 函数 ,f( -x) = 所 xz) 则 
| Ax)dx = f Ax) + [f(s) dr = [HC-%) + f(x) Jdr =2 [fl di; 
(2) 若 A(x) 奇 函数 ,f( -x) = -f(x) 则 
fx)ar = | Hz)dz+ f(x) dr = [La Pa 
a = 0 


2. 定 积分 的 分 部 积分 法 


由 乘积 的 导数 公式 uw' = (w)' -vv 两 边 取 从 a 到 的 定 积分 , 便 得 到 定 积分 的 分 部 积 
分 公式 : 


fuay 三 uv |? 一 | 
什么 时 候 应 用 分 部 积分 公 \ 式 呢 , 定 积分 和 不 定 积分 的 情形 相同 . 
例 3 -49 计算 E ,arcsin xd 


1 1 
2 工 2 xdx 
解 | arcsin xdx = [xarcsin x]6 一 二 
0 Vl-x 


全 < a A 
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TT 二 T 3 
| 1-2]o = + 2 -1 
4 xdx 
例 3 -50 站 
解 ”因为 1 +cos 2x =2 cos2x, 所 以 
本 xdx 到 人 xdx Lm 全 
01+cos2x 2 cos2x | A 


el 


[xtan 5] 一 却 丰 mm xdx 
0 


wr 
-er [ln sec x]¢ = FP 


8 
例 3 -S1 药物 从 患者 的 尿 液 中 排出 ,一 种 典型 的 排泄 速率 函数 是 r(t) =te 天, 其 中 天 
是 常数 . 求 在 时 间 间 隔 [0,7T] 内 ,排出 药物 的 量 D. 
了 7 本 1 T i 
解 D = ra = 人 ee hd =- (te 天 ' < mqt) 


五 、 定 积分 的 应 用 


用 定 积分 定义 中 的 “分 割 、 近 似 、 求 和 、 取 极限 ”的 思路 解决 实际 问题 的 方法 称 为 微 元 
法 . 用 微 元 法 解决 实际 问题 可 归结 为 以 下 三 步 , 其 中 关键 的 是 第 二 步 . 

1) 根据 问题 所 要 求 的 量 U 与 某 个 变量 即 积分 变量 (如 *) 有 关 , 并 确定 积分 区 间 [ a,b]; 

2) 分 割 与 近似 : 即 通过 “以 常 代 变 ,以 直 代 曲 ”, 求 出 所 求 量 U 在 任 一 小 区 间 [ x,x + dx] 
上 的 微 元 表达 式 dU = 成 zx) dx. 

b 

3) 求 和 与 取 极限 :对 所 求 量 U 的 微 元 4U =f(%x) dx 积分 , 即 求 U = | Ko) 

1. 平面 图 形 的 面积 

由 曲线 y= 有 (x) ,y = 户 (x) (有 (x) < 户 (x) ) 与 直线 x=a,x=b(a<5) 围 成 的 图 形 如 


图 3 -8， 求 其 面积 . 
微 元 法 :在 [a,b] 上 任 取 一 小 区 间 [%,x + dx] ,将 其 所 确定 的 窗 条 (以 直 代 曲 ) 近似 看 为 
矩形 ,高 为 户 (*) -有 (x) , 宽 为 dx ,得 面积 微 元 d4 = [f(x) -有 (x)]dx, 因 此 


4 = | LC) -f(s) J 
例 3-52 求 曲线 y =2 -好 与 y=x? 所 围 成 的 图 形 面积 
解 如 图 3 -9, 角 方程 组 全 ”得 两 出线 交点 为 ( -1,1),(1,1). 车 以 x 为 积分 
变量 , 则 
起 二 [© -x -22)dx = 4[ 0 - 字 ) = 3 
若 以 y 为 积分 变量 , 先 求 得 积分 区 间 为 [0,2] ,再 分 ye [0,1] 与 ye [1,2] 两 部 分 积 


分 , 则 
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图 3-8 


4=[ -Dy + [V7 Vdy = 人 + 分 
可 见 ,适当 地 选取 积分 变量 可 以 简化 运算 ， 
例 3 -53， 求 曲线 y = 与 直线 y=4 所 围 成 的 图 形 面积 . 


=x3 
解 如 图 3 -10, 解 方程 组 -4 得 两 昌 线 交点 为 (0,0) ,( -2，-8),(2,8) 以 x 为 
积分 变量 , 则 


2 2 
4 = 24; = 2 | (4x -x3)dx =2 | 22 -所 | = 8. 
例 3 -54 求 抛 物 线 y =2x 和 直线 y=x -4 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 


人 
解 如 图 3 -11, 联 立方 程 | “可 得 交点 为 (2, -2),(8,4) ,这 里 显然 以 y 为 积分 
变量 比较 简单 , 则 


2 4 
et 本 下 ,所 三 
4= 人 (y+4 dy = [57 + 4y | 18. 





2 
例 3-55 求 档 贺 扎 + 和 5 =1 的 面积 . 
解 ” 由 椭圆 的 对 称 性 ,所 求 面积 等 于 第 一 象限 面积 的 4 倍 . 则 
区 三 4 2 wa2 -- Re a ah V1 - sin2tcos tdt = 4ab a cos2tdt 
oa 0 0 


三 [4a6( 广 + 下 区 ]， = mab. 
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2. 旋转 体 的 体积 

旋转 体 可 以 看 成 是 由 一 条 连续 曲线 绕 着 某 直线 ( 轴 ) 旋转 一 周 而 成 的 立体 . 如 直角 三 
角形 绕 它 的 一 条 直角 边 旋 转 得 到 圆锥 ,矩形 绕 着 它 的 一 条 边 旋 转 得 到 圆柱 等 . 旋转 体 有 一 
个 共同 的 特点 就 是 :用 垂直 于 轴 的 平面 去 切 , 得 到 的 截面 是 一 个 圆 . 

以 连续 曲线 y =f(x) 在 [a,b] 内 的 一 段 绕 4 轴 旋 转 为 例 , 图 3 -12, 在 x 处 ,以 两 个 垂直 
于 x 轴 , 距 离 为 dx 的 平面 去 切 , 得 到 的 薄片 近似 于 底面 积 为 ~ [Kx)] ,高 为 dx 的 圆柱 体 ， 
故 体积 微 元 dV =m [f(x)]? dx, 于 是 


六 各 = (dx 
类 似 地 ,如 果 旋 转 体 是 由 连续 曲线 x=p(y) ,直线 y=c,y=d 及 y 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 
绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 立体 的 体积 ; 
V = 5 ody 
例 3 -56 一 喇叭 可 视 为 由 曲线 y =x 在 [0,1] 之 间 的 一 段 绕 % 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 ， 
如 图 3 -13 , 求 其 体积 . 


Bs 








图 3-12 图 3-13 


1 1 
解 Y = ™ | dx = ™ | de = [二 = 二 


例 3 -57 求 由 抛物 线 站 =x 及 直线 x=1 所 围 成 的 图 形 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 
的 体积 . 


解 解 方程 组 | 。 


稳 交 愿 介 ,配伍 . 及 而 ET ,出 
1 1 号 击 1 
V=7f -dy =25/ (1 -dy = 2 [> -条 ], = Sm 
例 3 58” 求 本 图 气 + 与 =1 绕 * 轴 施 转 所 成 的 施 转 体 体积 
解 “旋转 曲线 为 了 = 全 V 呈 过 (7>0) ,由 对 称 性 知 
1 2 人 [二 va? Ee 三 2mb” 大 — x)dx = 人 ab 


02 





如 果 令 a = = 及 ,就 得 到 球体 的 体积 公式 :7 = 人 Ra. 
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3. 平面 曲线 的 弧 长 
由 微 元 法 ,连续 光滑 曲线 y=f(x) 在 [a,b] 内 的 任 一 微小 区 间 [x,x + dx] 上 的 一 小 段 弧 
可 以 以 直 代 曲 ,AB~ AB, 如 图 3 -14, 即 ds = V(dx)?+(qdy)?. 直角 坐标 系 下 ,y' =f(x) = 
dy 
ax' 改 
ds = V1 +y?dx= V1 +f" (x)dx. 
则 对 于 在 [a,6] 内 具有 连续 导数 的 函数 y =/(x) ,其 弧 长 为 
:= VL) 
1 
例 3 -59 求 连续 光滑 的 曲线 y = 和 地 在 [0,1] 内 的 一 段 的 “可 和 二 二 二 
弧 长 . 图 3-14 
1 1 | 
解 s= [Vi+yde = | VE+x = 兰 (1L+o2| =(2 -1). 
0 0 3 0 3 
例 3 -60 求 圆 巡 +72 = 忆 的 周 长 . 
解 v= 由 对 称 性 得 





1 
1 
1 
| 
| 
| 
1 
1 
1 





:= 4 由 VIL+7y2 dx =4| 
4. 定 积分 在 医学 上 的 应 用 
例 3 -61 一 种 药物 注射 到 患者 左 臂 中 , 血 药 的 浓度 随时 间 t( 单 位 为 h) 变 化 的 规律 是 
c(t) = 人 55(mg/ml) ,研究 表明 : 血 药 浓度 一 时 间 曲 线 下 的 面积 反映 药物 的 吸收 程度 . 





3 = [4rarcsin = 2 


该 药物 注射 2 后 , 左 臂 中 药物 的 吸收 程度 如 何 ? 


2 
解 C= [coDd = = 人 


例 3-62 血液 中 胰岛 素 的 分 洲 水 平和 血糖 的 浓度 密切 相关 . 实验 测定 患者 的 胰岛 素 
浓度 . 先 让 患者 禁 食 (12 h 左右 ) ,然后 通过 注射 给 病人 一 定量 的 的 糖 ,在 不 同时 段 ( 如 : 
0.5 hl h\2 h 等 ) 检 查 胰 岛 素 的 释放 情况 . 假定 由 实验 测 得 患者 的 血液 中 的 胰岛 素 的 浓度 
c(it) (单位 /ml) 为 


dt = 0.007 ln(1 + #2)|? = 0.007 In5. 


107=7。 O05, 
¢(2) -| 


pe 0 


其 中 =iIn 2 ,时 间 上 的 单位 为 min, 求 该 患者 血液 中 的 胰岛 素 在 1 h 内 的 平均 浓度 . 


A 1 5 
解 c= solf (lo = 这 jds {于 | 25e -人 5) qz | 
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Se -At-5) 60 











5 这 
= 而 (5 3 ) 1 |， 一 11. 63 ml. 
3.3 这 积分 


定 积分 是 在 有 限 区 间 上 对 有 界 函 数 的 积分 . 当 积 分 区 间 无 限 ,或 者 被 积 函 数 无 界 时 , 积 
分 称 为 广义 积分 ,也 称 为 反常 积分 . 这 两 类 广义 积分 的 计算 都 是 先 将 其 当成 定 积分 计算 , 然 
后 再 进行 极限 运算 . 


一 .无穷 区 间 上 的 广义 积分 


定义 3 -4 设 函 数 /(*) 在 区 间 [a, + m ) 上 连续 , 若 ,lim | lz)dx(5 > a) 存在 , 则 称 
此 极限 为 函数 /(*) 区 间 [a, + w ) 上 的 广义 积分 , 记 作 
三 ou = ,lim {f(s) de 
这 时 也 称 广义 积分 存在 或 收 敏 ;否则 , 称 这 广义 积分 不 存在 或 发 散 . 
类 似 地 ,可 定义 (x) dx 形式 的 广义 积分 


如 果 广 义 积分 | Ax)dx 与 | A(*) dx 都 收敛 , 则 定义 
[far = Madz+| Kaz)dx， 


这 里 为 任意 常数 .这 时 也 称 广义 积分 | “A(*)ds 收敛 ,否则 称 发 散 . 
假定 F'(*) =/(x) , 若 记 P(m ) = lim F(z) , 则 广义 积分 可 以 借助 牛顿 一 莱 布 尼 英 公式 
进行 计算 .比如 
| A) dx = ,lim F(x) - F(a), 





其 他 形式 的 广义 积分 类 似 . 
例 3 -63 a 二 dxi to cos wdx. 
解 (1 a be ee = [arctan x] +® = lim arctan x — lim arctan % = = 三. 


| Tax = [lnx]i” =+%®. 
1 才 
G)「 cos xdx = [sin x] 0°, =— lim sin x (发 散 ). 


二 、 无 界 函 数 的 广义 积分 


设 函数 所 zx) 在 点 a 的 任 一 邻 域内 无 界 ,那么 称 点 a 为 函数 放 (x) 的 瑕 点 (或 无 穷 间断 
点 ) .无 界 函 数 的 反常 积分 也 称 为 瑕 积分 . 


定义 3 -5 设 函 数 /(x) 在 (a,6] 上 连续 ,点 a 为 /(*) 的 正点 ,车 极 限 lim  (%) x 存 
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在 , 则 称 此 极限 为 函数 x) 在 (a,6] 上 的 广义 积分 ,仍然 记 作 | A(x)dx, 即 


Jaoaz = 加 | ad 


这 时 也 称 广义 积分 收敛 或 存在 . 否则 称 该 广义 积分 发 散 . 
类 似 地 ,可 定义 作 x) 在 区 间 [a,8) (2 为 瑕 点 ) 上 的 瑕 积分 . 如 果 f(x) 在 [a,6b] 内 除 点 c< 


外 连续 ,c 为 下 点 . 且 (x) dz 与 x) dx 都 收敛, 则 定义 
Jraa = [fds + [fx) ds 


此 时 也 称 再 积分 | (<) ds 收敛, 否则 称 发 散 


无 界 函 数 的 广义 积分 也 可 借助 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 ,比如 7x) 在 区 间 (c ,2] (2 为 瑕 
点 ) 上 的 广义 积分 


Joar = FB) - Fo)， 
其 他 形式 的 瑕 积分 类 似 . 
! gx 1 dx 
例 3-64 计算 (1) 上 (2) bs 
解 (1)x= es 


dx 车 
人 证- el 
(2)x= ed 它 是 两 个 瑕 积分 之 和 , 即 








至 
7 





1 dx . [: dx 1 dx 
旺 二 本 = lim + lim 二 
-1 MX 0 区 一 "0 -1 2X2 i Ot"t % 
1 
= ln a * lm -4] pT 
ts0+ t 10-t 


本 合 实 际 上 只 要 确定 其 中 不 艰 积 分 发 类 则 积分 发 散 如 果 没 有 注意 到 x =0 为 瑕 
点 , 当 作 定 积 分 计算 ,会 求 得 其 积分 值 为 -2. 这 类 反常 积分 和 定 积分 在 形式 上 没有 任何 区 
别 , 容 易 玻 忽 . 








习 题 3 
1. 用 直接 积分 法 求 下 列 不 定 积 分 : 
(1) fe rdx; (2) tan?xqx; 
4 COs 2%x 
1 dd, 2 
7 L wy 2 
(5) [ed -和 (6) | 一 多 ?dr 
2.53 一 22 1 
(7) | (8) | 
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(9) f: -i 


(11) Ee 
2. 用 换 元 法 求 下 列 不 定 积 分 : 
(1) |xe-* dx; 


C9 | 


V1 + sin2x 
(5) [rnt 


(7) J sin | 


mel 


x—1 
X 十 1 


dx 
0 /a+ 3 


(13) [eos 2xsin 4xdx; 








dx; 


dx 
15) | 一 一 一 一 一 
SI 上 sin2x + B cos2x 





3. 用 分 部 积分 法 求 下 列 不 定 积分 : 


(1) [arcsin xdx; 
(3) | lmsdx; 
(5) [xcos nxdx; 
(7) jx sin2xdx; 
i 
(于 5 | Qn x)?ax; 
(13) [erax; 


4. 求 下 列 不 定 积分 : 
(1» | sintxqx; 
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国生 


sin? x cos2X 
(2 | 全 + 2x)3dxi 
4Y | = 
| 


二 
(8) | = 


(arcsin x)* V1 -x 


2x -3 
(10) | 二 一 3x +4 





dx; 





bo | V2 sz 


(14) | os sin3xdx ; 


(16) | sin 2X A 


V1 + sin2x 
站 


(2) [Ee (1 + x2) dx; 

(4) |x?2e-*dx; 

(6) {x2cos 2xdx; 

(8) [x2sin 2xdx; 

(10) feln xdx(a #1); 
(12) [sin (In «) dx; 


(14) | (arcsin x)2dx . 


(2) |x?e*dx; 


第 3 章 一 元 函数 积分 学 




















a J + Ly 
(5) | (6) | 人 
i i , 的 | ei 
| (10) 
Ci 三 第 = (12) -8 


(13) jxf"(x)dx, 其 中 态 z) 的 原 函 数 为 





sin x” 


(14) |xf'(2x)dx, 其 中 f(x) 的 原 函数 为 Sm， 


5. 由 定 积分 的 定义 计算 | xdx (a < 轨 
6. 计算 下 列 各 题 : 








(1) ed I ys (2) 2 sin i 

(3) (fsin days (4) Lf eos Ldt) ; 

(5) ,lim Ash (arctan 1)?dt ; 

7. 设 F(z) = | f(D, 其 中 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 且 /"(*) < 


0, 证 明 :在 (a,8) 内 有 FP'(x) < 0. 
Te [0,1) S 
8. 设 /(x) = Ce 求 @(x) = [f(D 在 [0,2] 上 的 表达 式 . 
9. 计算 下 列 定 积分 : 


CEY 人 dxs (2 fo azeag; 


了 e? dx 
4 Ee 4 ”一 一 一; 
(人 | sec xtan xdx; ( 2 x VI+lInx 





| Ee (6) | IS- ar 
dx e 

7 ss (8) |, |ln x|dx; 

er ) fullnal 

(9) 7 本 jd (10) | sin wdx; 

10. 证 明 : 
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(1) J fsin x%)dx = J feos x) dx; 
1 1 
(2) i (1 -x)"dx = | (1 -x)"™dx. 





11. 设 函 数 
xe™™ , x 宇 0,， 
f(x) = | 1 
有 由 
1] + cos 


计算 Jr 2 


12. 求 由 抛物 线 y =x* -4x+5,x 轴 及 直线 x =1,x=2 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 

13. 求 曲 线 y = 和 与 直线 y=2x 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 

14. 求 曲线 y =ln x 与 直线 x =e-!,x=e 及 x 轴 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 

15. 求 下 列 曲线 围 成 的 平面 图 形 绕 指定 轴 旋 转 所 成 的 旋转 体 的 体积 : 

(1)y=*?,xy =1,x=2, 绕 x 轴 ; (2)y=*,x=7, 绕 y 轴 ; 

(3)y=x? ,x=2,x 轴 , 绕 y 轴 ; (4)x* +(y -2R)?=R?, 绕 y 轴 

16. 已 知 某 弹簧 每 拉 长 0.02 m 要 用 9. 8 N 的 力 , 求 把 该 弹簧 拉 长 0. 1 m 所 做 的 功 . 

17. 用 铁 锤 将 一 铁 钉 子 击 人 木板 , 设 木 板 对 铁 钉 的 阻力 与 铁 钉 击 人 木板 之 深度 成 正比 ， 
每 次 打击 铁 钉 所 做 的 功 相等 ,第 一 锤 将 钉子 击 人 木板 1 cm ,第 二 锤 将 钉子 击 人 多 少 cm? 

18. 设 快 速 静 脉 注射 某 药 后 ,其 血 药 浓度 C 与 时 间 : 的 关系 为 C = Coe ,其 中 ,Co 为 初 
始 浓度 ,为 消除 速率 常数 , 求 从 :=0 到 := 了 7 这 段 时 间 内 的 平均 血 药 浓度 C. 

19. 口 眼 药物 必须 先 被 吸收 进入 血液 循环 ,然后 才能 在 机 体 及 不 同 部 位 发 挥 作用 ,一 种 
典型 的 吸收 率 函 为 f(t) = 所 (1t-b)?, 其 中 和 4 是 常数 , 求 药物 吸收 的 总 量 . 

20. 大 多 数 植物 的 生长 率 是 以 若干 天 为 周期 的 连续 函数 . 假定 一 种 谷物 以 g(t) = 
sin2( mti) 的 速率 生长 ,其 中 上 的 单位 是 天 , 求 在 前 10 天 内 谷物 生长 的 量 . 


21. 求 正弦 交流 电 的 电动 势 已 = Eosin wt 在 [0,2] 中 的 平均 值 . 其 中 Eo 是 电动 势 的 最 
大 值 ,w 是 圆 频率 ,7 为 周期 . 

22. 求 平面 曲线 y = mn (1 - 必 ) 相 应 于 0<x< 广 一 段 的 缴 长 . 

23. 讨论 下 列 广义 积分 的 敛 散 性 ,车 收敛 , 求 其 值 : 





e J]; + 
1 -一 一 一 一 -qx 2 
WA sp 
yt dx 
2 4) | 二 一 二 一 
(9 a (4) 到 站 二 2 


24 当 大 为 何 什 时 ,反常 积分 es py 收敛 ? 当 为 何 值 时 ,这 广义 积分 发 散 ? 又 
当 居 入 时, 讼 六 和 各 秃 下 各 最 涉 接 

25. 证 明 je dx 当 p > 1 时 收敛,p < 1 时 发 散 . 

26. 证 明 三 十 dx 当 9 < 1 时 收敛 ,9 > 1 时 发 散 . 
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第 4 章 微分 方程 


如 果 可 以 知道 一 个 被 研究 问题 的 各 变量 之 间 的 函数 表达 式 , 那 么 可 以 说 了 解 并 利用 其 
中 的 奥秘 并 不 为 过 ,因此 可 以 说 ,客观 事物 的 真正 含义 隐藏 在 各 变量 之 间 的 函数 关系 中 . 但 
是 ,由 实验 或 其 他 途径 得 到 的 结果 ,通常 不 能 直接 确定 变量 之 间 的 函数 关系 ,但 有 时 却 可 以 
根据 实际 问题 的 条 件 ,建立 起 这 些 变量 和 导数 (或 微分 ) 间 的 关系 式 . 这 样 ,我 们 就 得 到 了 
含有 未 知 函 数 的 导数 (或 微分 ) 的 方程 ,这 种 方程 称 为 常 微分 方程 . 解 出 以 上 方程 ,就 可 以 
得 到 所 需要 的 变量 间 的 函数 关系 式 . 本 章 主要 介绍 微分 方程 的 基本 概念 , 几 种 常见 的 解法 
及 其 在 医学 中 的 应 用 . 


4.1 微分 方程 的 基本 概念 


一 .引出 微分 方程 的 几 个 实例 


下 面 通过 一 些 具体 的 例子 来 介绍 常 微分 方程 的 基本 概念 . 
例 4-1 在 理想 情况 下 的 某 些 时 期 , 某 杉 树 的 增长 速率 与 它 即时 高 度 成 正比 . 试 建立 
该 杉 树 在 时 刻 : 的 高 度 所 应 满足 的 微分 方程 . 
解 ” 设 在 任意 时 刻 i, 该 杉 树 的 高 度 为 H(i) , 且 已 知 正 比例 常数 为 大, 则 可 得 到 微分 方程 
dH( 


2 _ 
gr =H(2). (4-1) 


例 4-2 设 曲 线 通 过 点 (2,16) , 且 该 曲线 上 任意 点 的 切线 斜率 为 3x? , 求 该 曲线 方程 . 
解 ” 设 所 求 曲线 的 方程 为 y=f(x) ,根据 其 导数 几何 意义 ,可 得 等 式 





字 =3x2 或 dy =3x2dx， (4—2) 
对 上 式 两 边 积分 得 
[ay 三 Pear， 
即 
y=x +C, (4—3) 


式 中 C 是 任意 常数 ,方程 (4 -3) 表 示 以 常数 C 为 参数 的 曲线 族 . 又 因为 曲线 通过 点 

(2,16) ,所 以 曲线 还 应 该 满足 条 件 
6 
将 以 上 条 件 代入 方程 (4 -3) 中 ,得 C=8, 于 是 所 求 曲 线 方程 为 
y =x +8. (4 -4) 

例 4-3 质量 为 m 的 物体 从 高 空 自由 下 落 , 假 定 空气 的 阻力 和 物体 下 降 的 速度 大 小 成 
正比 , 求 此 时 下 落 的 距离 应 满足 的 微分 方程 . 

解 ” 重 力 加 速度 为 常数 g, 设 在 时 刻 t, 下 落 的 高 度 为 h(t) , 则 这 时 候 物体 的 即时 速度 为 
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人 ,根据 牛顿 第 二 定律 有 


gm (4-5) 


二 、 微 分 方程 的 概念 


含有 自 变 量 \ 未 知 函数 和 未 知 函 数 的 导数 或 微分 的 方程 称 为 常 微分 方程 ,简称 为 微分 方 
程 ,以 上 三 例 所 建立 的 式 (4 -1)、 式 (4 -2)、 式 (4 -5) 都 是 微分 方程 ,以 下 介绍 方程 的 两 个 
基本 概念 . 

1. 微分 方程 的 阶 

微分 方程 中 所 含 未 知 函数 的 导数 或 微分 的 最 高 阶 数 , 称 为 微分 方程 的 阶 ,例如 上 述 式 
(4-1) 和 式 (4 -2) 都 是 一 阶 微分 方程 ,而 式 (4 -5) 则 是 二 阶 微分 方程 . 

2. 微分 方程 的 解 

把 某 函 数 以 及 它 的 导数 代入 微分 方程 ,能 使 方程 成 为 恒等式 ,那么 这 个 函数 称 为 微分 方 
程 的 解 . 

例如 , 式 (4 -3) 和 (4 -4) 都 是 微分 方程 (4 -2) 的 解 . 根据 解 的 概念 ,要 验证 某 函 数 是 
否 是 微分 方程 的 解 ,只 要 把 该 函数 代入 方程 中 检验 就 可 以 了 ,容易 验证 

H(i1) = Cer. 

是 方程 (4 -1) 的 解 . 

微分 方程 的 解 又 有 通 解 与 特 解 之 分 . 

含有 独立 的 任意 常数 、 且 常数 的 个 数 与 微分 方程 的 阶 数 相同 的 解 , 称 为 微分 方程 的 通 
解 . 式 (4 -3) 是 方程 (4 -2) 的 通 解 . 

在 通 解 中 ,利用 已 知 条 件 ( 或 初始 条 件 ) 求 出 任意 常数 所 应 取 的 确定 数值 ,所 得 的 解 称 
为 微分 方程 的 特 解 . 式 (4 -4) 是 方程 (4 -2) 满 足 条 件 x=2,y =16 的 特 解 . 

求 微分 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 , 称 为 一 阶 微分 方程 的 初 值 问 题 ,如 

F(x,y,y') =0， 
人 二 和 

微分 方程 的 通 解 图 形 一 般 来 说 是 一 族 曲线 , 称 为 微分 方程 的 积分 曲线 , 初 值 问题 就 是 求 
微分 方程 通过 点 (xo ,yo ) 的 那 条 曲线 . 

注 在 解 微 分 方程 时 ,一 般 是 先 求 通 解 ,然后 利用 已 知 条 件 ( 或 初始 条 件 ) 确定 任意 常 


4.2 一 阶 微分 方程 


一 阶 微分 方程 是 含有 自 变量 、 未 知 函 数 和 未 知 函 数 一 阶 导数 (或 一 阶 微分 ) 的 方程 ,其 
一 般 形式 通常 为 
F(x,y,yY') =0. 
如 果 由 这 个 方程 可 以 解 出 y ,那么 
y' =f(x,7). (4 -6) 
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下 面 介绍 两 种 常见 的 一 阶 微分 方程 及 其 解法 

一 可 分 离 变 量 的 微分 方程 

如 果 方 程 (4 - 6) 式 等 号 右上 端的 函数 可 分 解 成 * 的 函数 与 ;的 函数 相 乘 的 形式 , 即 
YA) gl)), (4-7) 


则 称 它 为 可 分 离 变量 的 微分 方程 . 
这 类 方程 的 解法 是 将 (4 -7) 改 写成 变量 的 分 离 形式 


dy 
人 一 dx 
8(7) A 
然后 两 边 积分 
dy 
pr 
即 得 到 微分 方程 的 通 解 . 


例 4-4 求 微分 方程 \ =2xy 的 通 解 
解 将 原 方程 改 成 变量 分 离 形式 


之 =2xdx 

两 边 积 分 可 得 

位 - foxar, 
于 是 

In |y|=x* +Ci, 
从 而 

|y| 三 本 ez ， 

即 


于 


y= +ell.e 和 
其 中 C= +e 关 0, 仍 为 任意 常数 ,在 求解 过 程 中 ,用 y 除 时 ,我 们 失掉 了 解 y=0, 但 如 
果 认 为 C 也 可 以 取 0 ,那么 这 个 解 就 包含 在 解 族 中 了 . 于 是 最 后 得 到 方程 的 通 解 为 
y=Ce”(C 为 任意 常数 ). 
以 后 为 了 运算 方便 起 见 , 可 把 In |y| 定 成 In y, 只 要 记 住 最 后 得 到 的 任意 常数 C 可 正 可 
负 就 行 了 . 另外 ,由 本 例 可 见 , 有 时 为 了 简化 解 的 表达 式 , 可 将 积分 常数 直接 定 成 hn C ,例如 
上 例 , 将 积分 结果 写 为 
ln y=x +ln C. 
故 原 方程 的 通 解 为 
六 二 Ge 
例 4-5 求 微分 方程 dy =2 (x -1)”(1 + 和 多)qx 的 通 解 . 
解 ” 分 离 变量 ,得 
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2 =2 (x -1)2dx， 


1+7 
两 边 积分 得 
1 
Jz 三 2| (x 5 1)2dx, 
即 得 通 解 为 


arctan y=3(% = 二 区 


例 4-6 衰变 问题 : 铀 的 衰变 速度 与 未 衰变 原子 含量 M 成 正比 ,已 知 W|,-。 = Mo , 求 误 
变 过 程 中 铀 含量 M(i) 随 时间 :变化 的 规律 . 


解 由 题 设 条 件 q =- - AM(A >0 衰变 系数 ) ,9 = -Adi, 得 
dM 
全 = | =- Ad， InM=-Az+lnC， 


即 M = Ce-*, 代入 M|,.o = ,得 Mo =Ce' =C. 


所 以 
M(1) =Moe-™. 
二 .一 阶 线性 微分 方程 
形 如 
7Y +P(x)y = Q(x) (4-8) 


的 方程 称 为 一 阶 线性 微分 方程 . 它 是 关于 未 知 函数 y 及 其 导数 y' 的 一 次 方程 ,P(%) 是 未 知 
函数 y 的 系数 ,也 可 以 是 一 个 常数 . Q(x) 称 为 自由 项 . 当 Q(x) =0 时 ,方程 
7 +P(x)y=0, (4 
称 为 一 阶 线性 齐 次 微分 方程 . 当 Q(x) 0 时 , 式 (4 -8) 称 为 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 . 
为 求解 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ,我 们 先 讨 论 与 它 对 应 的 齐 次 方程 . 
对 方程 (4 -9) 分 离 变量 得 到 


和 — P(x)dx, 
8 
两 边 积分 得 到 
dy 
~ [p(x)ds 
je jot 
即 


lny =-— [P(x)as +lnC, 
WC (4 -10) 
式 (4 -10) 就 是 一 阶 线性 齐 次 方程 (4 -9) 的 通 解 ,其 中 C 为 任意 常数 . 
下 面 研究 非 齐 次 方程 的 解法 . 仿照 上 面 齐 次 方程 的 解法 ,将 式 (4 -8) 写 成 
Wd, 
这 
两 边 积分 得 
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dy _ f Q(x) 
Es ) dw 
| 全 Pa 
上 式 等 号 右边 的 第 一 个 积分 中 含有 未 知 函数 y, 这 个 积分 暂时 不 能 算出 ,但 我 们 知道 y 
是 * 的 函数 ,因此 和 也 是 x 的 函数 ,从 而 | dx 也 是 «的 函数 , 暂 记 | 和 dx = 


L(x), 上 上 趟 就 可 以 写成 
Iny = p(x) - [P(x)dx, 


y = ex .ead. 
令 wo = C(z) ,于 是 有 
y=C(x) + eI re, (4-11) 
这 里 C(x) 是 待定 的 函数 . 
将 式 (4-11) 和 (4 -10) 相 比较 ,可 以 看 出 ,在 齐 次 方程 的 通 解 中 将 任意 常数 C 换 成 x 
的 函数 C(x) , 便 是 非 齐 次 方程 的 解 . 这 种 将 方程 通 解 中 的 任意 常数 变易 为 待定 函数 的 方法 
称 为 常数 变易 法 . 只 是 这 个 C(x) 究竟 怎样 确定 呢 ? 现在 来 确定 它 . 
对 式 (4 -11) 两 边 同时 求 导 
y=C'(#)e-l? Ou + CC) Le- PO] 
=C'(x)e-If (4 C(x)P(x)e -te. 
把 y 及 y' 代 入 原来 的 非 齐 次 方程 ,得 到 
C'(x)e-Je(z)i C(x)P(x)e I + C(x) P(x)e I? = 0O(x), 


即 Ce ea): 
积分 得 GC(%) = [Q(x) el Wax +C, 
于 是 得 到 非 齐 次 方程 的 通 解 为 


y 一 [ [QC*) ef? qr ro ePme 
(4 -12) 
= Ce Po + Wl lL Me 


由 此 可 见 , 非 齐 次 方程 的 通 解 由 两 项 构成 ,第 一 项 对 应 的 是 齐 次 方程 的 通 解 ;第 二 项 是 


原来 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 (在 通 解 中 令 C =0 ,也 可 以 推导 出 这 个 特 解 ). 在 今后 求 非 齐 次 
方程 的 通 解 时 ,可 以 直接 利用 上 述 通 解 公 式 (4 -12). 


例 4-7 求 方程 y -二 y= 作 的 通 解 


解 这 里 P(x) = -二 Day 
(1) 先 求 出 对 应 的 齐 交 方 各 的 通 


Y = Ce -1 = Ce-/Ydx = Cel*, 
y =C%; 
(2) 将 C 换 成 x 的 函数 C(x) ,得 到 非 齐 次 方程 的 通 解 形式 
y=C(%x)x. 
(3) 将 y=C(x)x 及 y =C'(x)x+C(x) 代 入 原 非 齐 次 方程 中 ,得 到 
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C'(x) = 和 好， 
C(x) = 可 +C. 


从 而 得 到 原 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
六 (3 +C)x. 


三 、 伯 努 利 ( Bernoulli) 方程 


例 4 -8 求解 伯 努 利 方程 并 + P(x)y = Q(x) 六 ,其 中 必 为 常数 , 且 nz0,1. 
解 伯 努 利 方程 并 非 线性 方程 ,将 方程 变形 为 
y-" 和 + Per" = (za)， 
作 变 换 
得 到 关于 %,z 的 一 阶 线性 微分 方程 
E+(1-n)P(x)z=(1-n)Q(), 


利用 通 解 公式 (4 -12) 得 
i a 一 n) Q(x)el -Pqx + | 


4.3 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 
二 阶 及 二 阶 以 上 的 微分 方程 称 为 高 阶 微分 方程 .下面 介 绍 三 类 容易 降 阶 的 高 阶 微分 方 
程 的 求解 方法 . 
一 y=f(x) 型 的 微分 方程 
方程 Y=f(%) 的 右边 仅 含 有 自 变量 ,连续 积分 n 次 , 便 可 得 到 该 方程 的 通 解 . 
例 4-9 求解 微分 方程 y =e” -sin % 的 通 解 . 
解 ” 对 所 给 方程 连续 两 次 积 


1 
Te +Ccos %+C1, 


y= tsin s+ Cx+ C2 


即 为 所 求 通 解 
二 .多 =f(x,y') 型 的 微分 方程 
与 一 阶 微分 方程 y =f(x,y) 相 比 ,方程 =f 作 x,y') 右 端 不 显 含 未 知 函 数 y, 引 入 代 换 y 
=p(x), 则 y=(y')'=p', 原 方程 w=f(x,y ) 成 为 p' =f(x,p) ,这 是 关于 变量 x 和 的 一 阶 
微分 方程 , 解 此 一 阶 微分 方程 , 便 可 以 得 到 原 方 程 的 通 解 . 
例 4-10 求解 微分 方程 y” =e” -y 
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解 令 Y =p, 则 yy =p', 原 方程 化 为 
p' +p=e’”, 
这 里 P(x) =1,Q(x) =e”, 由 通 解 公式 (4 -12) 得 
4 汪 天 三 e™( fe “edx+C1) = ze + Cie™”, 


y =F -Cle- + C2. 


三 y” =f(y,y" ) 型 的 微分 方程 


与 一 阶 微分 方程 y =f(x,y) 比较 ,方程 Y =f(y,y ) 右 边 不 显 含 自 变 量 x, 令 y =P(y)， 
则 p(y) 是 以 y 为 中 间 变 量 的 x 的 复合 函数 ,将 y 化 成 对 y 的 导数 , 即 
»_dp dpdy gp 


于 是 原 方程 成 为 
Sr 
Pp dy =f(y,p) . 
这 是 关于 y,p 的 一 阶 微分 方程 ,假设 它 的 通 解 为 





p=u(Y,C1), 
即 Y =p(Y,C1), 
分 离 变 量 后 并 积分 ,我们 可 以 得 到 原 方程 的 通 解 
dy 
| 0 


例 4-11 求解 微分 方程 jy" (y')? -y=0. 
解 令 y =p(7), 则 y= 里 = 时 ,代入 原 方程 ,得 


x 


d 
wp -p=0. 
7 


d 
GD) 当 Pz#0 时 ,有 7 各 -P-L1=0, 即 
dp _dy 
p+l y? 
lIn (p+1) =lny+ln Ci, 
即 p+1=C1y, 将 p=y' 代 和 人 得 


y=C7y-1, 
分 离 变量 并 积分 
Se 
Ciy-1 
In (C1y-1) =Cix +ln Co， 


整理 得 
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Gri yy ecez = +Cecr 
GC Cl 
(2) 当 p=0 时 ,有 y=C. 
综 上 所 述 , 原 方程 的 通 解 是 
1 c 
= 二 +Ce™. 
¥ Ci 2 


4.4 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 


形 如 
4(x)Y +B(x)y’ + C(x)y=f(x) 
的 方程 称 为 二 阶 线性 微分 方程 , 式 中 4A(x) 头 0, 当 f(x) =0 时 ,这 个 方程 称 为 齐 次 的 ,否则 称 
为 非 齐 次 的 . 方程 的 左边 各 项 系数 4(%) ,B(x) ,C(x%) 均 为 的 函数 , 当 各 项 系数 A(x)， 
B(x) ,CCx) 均 为 常数 时 称 为 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 ,其 形式 如 下 
4 +By' +Cy=f(x). 

其 中 4,B,C 均 为 常数 , 且 4 二 0. 我 们 这 里 只 讨论 二 阶 常 系 数 齐 次 微分 方程 , 即 

4 +By +Cy=0. (4-13) 


一 、 二 阶 线性 微分 方程 解 的 结构 


定理 4-1 若 y(x) 和 y,(x) 是 方程 (4 -13) 的 两 个 解 , 则 
y(x%) =Ciy1(%) + C2y2(%), 
也 是 方程 (4 -13) 的 解 ,其 中 C1 ,Cs 是 任意 常数 . 
证 只 需 代 入 验证 就 行 了 . 将 
yY=CIyi+C2y2，y =CIY 1 +C2y2，Y =CIY + C2 
代 和 人 方程 (4-13) 得 
左边 =4(Ciy +C2y 2) + 下 (CIY 1 +C2Y2) +C(CCiyl + C2y2 ) 
=Cl(4y +By +Cy) +C(4y 2 +By 2 + Cy,) 
=Cl .0+C .0= 右 边 . 
这 个 性 质 是 线性 齐 次 方程 所 特有 的 , 称 为 释 加 原理 . 
于 是 ,由 齐 次 方程 (4 -13) 的 两 个 特 解 yj (x) yz(x) ,可 构造 出 它 的 无 穷 多 个 解 : 
yY= CI171 + C272. 

这 个 解 是 否 就 是 通 解 呢 ? 不 一 定 ! 还 要 看 其 中 的 两 个 任意 常数 是 否 是 相互 独立 的 ,也 
就 是 看 它们 能 否 合并 成 一 个 任意 常数 ,这 一 点 是 由 yi1(x) 和 yy,(x) 的 关系 决定 的 . 
定理 4-2 设 yi(x) 和 yy,(x) 是 方程 (4 -13) 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 , 则 

y(%) =C1y1(%) + C2y2(%), 
是 方程 (4 -13) 的 通 解 ,其 中 C1 ,Cs 是 任意 常数 . 
yi(%) 和 y(%) 线 性 无 关 , 是 指 不 存在 不 全 为 零 的 两 个 常数 ,k, ,使 得 
kiy1(%) +ky2(%) =0， 
即 
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yi1(%) i 
m0) 


否则 yi (x) 和 yy,(x) 线 性 相关 ,如 果 yi1(x) ,ya(x) 线 性 相关 , 则 


y1(%) 一 
5 =k( 常数) ， 








于 是 
y=Cy(%) +Cozyz(x) = (Cik+ C2)y (x) =Cyz(x). 
上 式 实际 只 有 一 个 任意 常数 ,因此 它 不 是 方程 (4 - 13) 的 通 解 . 


二 、 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 


根据 (4 -13) 所 具有 的 线性 常 系数 特点 ,我们 来 探讨 如 何 求解 这 类 方程 . 

由 于 指数 函数 y = 六 和 它 的 各 阶 导数 只 相差 一 个 常数 因子 ,我 们 尝试 方程 (4 -13) 有 
如 y =e" 形 式 的 解 ,选择 适当 的 A 值 ,使 得 y =e** 满 足 方程 (4 -13). 

将 y =Ae”,y"”=A?e”* 代 入 方程 (4 -13) 得 

AA?e** + BAe** +Cexx =0， 
et A 4 BA FO =0., 
由 于 e*”“ 关 0, 所 以 
AA* +BA +C=0. (4 -14) 

方程 (4 -14) 称 为 二 阶 微分 方程 (4 -13) 的 特征 方程 ,如 果 将 特征 方程 (4 -14) 中 的 常 
数 项 C 看 做 A? 的 系数 ,那么 特征 方程 的 特点 是 ,A?, 和 A,A? 的 系数 恰好 与 相应 的 微分 方程 
(4 一 13) 中 的 y,y',y 的 系数 对 应 相等 . 

特征 方程 (4 -14) 的 根 称 为 微分 方程 (4 - 13 ) 的 特征 根 . 因此 ,找到 微分 方程 (4 -13) 
的 一 个 特征 根 入 ,也 就 是 找到 了 它 的 一 个 特 解 y=e*”“. 由 此 可 知 ,求解 微分 方程 (4 - 13 ) 的 
解 其 实 就 是 求解 代数 方程 (4 -14) 的 根 . 

由 代数 知识 ,根据 判别 式 B? - 44C 的 符号 ,方程 (4 - 14) 的 特征 根 有 三 种 不 同 的 情况 ， 
下 面 分 别 进 行 讨论 . 

(1) 当 BR-44C>0 时 

特征 方程 (4 -14) 有 两 个 相 异 的 实数 根 Al ,As: 


-有 +VB2 -44C -B- VB -44C 
人 1 a A2 ee 


24 
于 是 =e 和 * ,yo = en 为 常 微分 方程 (4 -13) 的 两 个 特 解 , 且 因为 
天 常数 ， 
1 
即 yi,y 线性 无 关 , 方 程 (4 - 13) 的 通 解 为 
y=Cier + CoeAz. 
例 4-12 求 常 微分 方程 2y" +5y’ +2y =0. 
解 “ 原 方程 的 特征 方程 为 2A2 +5A +2 =0, 它 有 两 个 互 不 相等 的 实 根 Ai = - 并，ha = 


-2, 于 是 ,所 求 通 解 为 
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y=Cie-+Ce-2x. 
(2) 当 到 -44C =0 时 
特征 方程 (4 -14) 有 两 个 相同 的 实 根 


Al =A2 = 


二 
这 样 , 我 们 只 找到 一 个 特 解 =e -六 ,为 了 求 得 方程 (4 - 13 ) 的 通 解 ,我 们 还 需 找到 另 
外 一 个 特 解放 ,有 常数 . 


假设 这 =J(%) ,这 里 的 w(x) 是 一 个 待定 的 函数 ,因为 y, 也 是 原 方程 的 一 个 解 , 那 么 


yo =I.(%), FS = x tI x), WB = KY +27iN (x) +(x)y, 
应 该 符合 原 方程 ,将 它们 代入 (4 -13) ,并 整理 成 关于 u(x) 的 方程 得 
Au'(x)y1 + (2Ay1 +Byi)A (x) + (Ayt +Byi + Cyi)nu(x) =0. 
由 yi =e -六 得 到 


TT A 
所 以 
2Ay'1 + By =0， 
由 yi 是 常 微分 方程 (4 -13) 的 一 个 特 解 ,得 到 
(4 +Byi +Cy1) =0, 
所 以 
M(x)y1 =0. 
上 式 中 的 40,y1 关 0, 那 么 jy"(x) =0, 两 次 积分 可 得 
p(x) = CIX +(C2. 
由 于 是 特 解 ,我 们 只 需要 取 一 个 不 等 于 常数 的 解 ,最 简单 的 情况 是 
MH(%) =%, 
于 是 我 们 找到 了 另外 一 个 特 解 
y2 =%e -元 
且 yi ,y2 线性 无 关 , 从 而 我 们 就 找到 了 (4 -13) 的 通 解 
y= Gwe =(C] FiO) 


例 4-13 求解 常 微分 方程 4y"+20y' +25y =0. 
解 “特征 方 程 为 4A2 + 20A +25 =0, 解 得 特征 根 为 Ai =A = -了 ,于 是 所 求 通 解 为 


¥= (G1 a 
(3) 当 BB?-44C<0 时 
特征 方程 (4 -14) 有 一 对 共 轿 复数 根 : 
| -B+i VB2 -44C 


Al2= 一 2 人 =at+ 入 ， 
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”因此 ,得 到 方程 (4 - 13) 的 特 解 为 
er yl (=e 尖 第 数 ) 


于 是 ,方程 (4 -13) 的 通 解 为 
| y=Cle* + Ce. 
但 这 个 解 是 复 值 形式 ,为 了 得 到 实 值 形 式 的 解 ,利用 欧 拉 公式 e* = cos 9 +isin 9( 不 证 ) 
将 y1,y 改写 成 如 下 形式 
y1 =e(*+B)* = em (cos Bx +isin Bx), y, =e'* $B)* =es (cos Bx -isin Bx). 
Xi,y2 共 轿 ,进行 以 下 运算 得 到 两 个 实 值 函数 : 


1 i 1 ax  ， 
次 三 本 00 了 入 = cos Bx,% =37(71 -72) =e sin Bx. 


由 全 加 原理 , 儿 ,为 也 是 方程 (4 - 193) 的 解 , 且 -an px 常数 ,得 实 值 通 解 : 
1 
y=e” (Cicos Bx + Cosin Bx). 
例 4-14 解 常 微分 方程 多 -6y' +13y =0. 
解 ” 特 征 方程 为 A? -6A +13 =0, 解 方程 得 和 ,=3 +2i, 这 里 a=3,B=2, 于 是 ,所 求 通 
解 为 
y=e¥*(Cicos 2x + C,sin 2x). 
现 将 求解 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 (4 -13) 的 过 程 归纳 如 下 : 
(1) 写 出 微分 方程 对 应 的 特征 方程 ; 
(2) 求 出 特征 方程 的 根 ; 
(3) 根 据 特 征 方程 的 根 , 按 下 表 写 出 微分 方程 的 通 解 ; 
(4) 若 问题 是 要 求 出 满足 初始 条 件 的 特 解 ,再 把 初始 条 件 代 人 通 解 之 中 , 即 可 确定 Ci 
和 C, ,从 而 获得 满足 初始 条 件 的 特 解 . 





特征 方程 4A" +BA+C=0 的 根 微分 方程 4y" + By' + Cy =0 的 通 解 
| 不 等 实 根 Al A2 y=Cie*l + Ce 
相等 实 根 A! = 和 A。 y=Cie*!l” + C2xeAlz 
共 二 复 根 Al =a +iB8,A2 =a 一 认 y=e” (Cicos Bx + C,sin Bx) 





4.5 医学 数学 模型 


描述 与 必然 现象 有 关 的 各 变量 之 间 的 数量 关系 ,以 数学 方程 加 以 表述 ,这 种 各 变量 间 的 
数学 方程 , 称 为 数学 模型 . 

利用 微分 方程 建立 数学 模型 的 基本 步 又: 

(1) 根 据 已 知 的 规律 ,建立 数学 方程 (微分 方程 ) ; 

(2) 根 据 已 给 的 条 件 , 找 出 初始 条 件 ; 

(3) 解 微分 方程 , 即 求 出 此 方程 的 通 解 ; 

(4) 由 初始 条 件 ,得 出 特 解 ; 

(5) 说 明 特 解 的 实际 意义 . 
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一 、 生 物 学 模型 


例 4-15 细菌 繁殖 的 速度 正比 于 当时 存在 的 细菌 数目 . 如 果 2 h 后 细菌 的 数目 为 原 
有 的 2 倍 , 问 多 少时 间 后 细菌 数 将 为 原 有 的 3 倍 ? 


解 设 : 时 刻 细菌 数 N = N(t) , 依 题 意 建立 微分 方程 S = EN, 其 中 为 比例 系数 


解 此 微分 方程 得 
N(i) = Ce™. 
不 妨 假设 细菌 原 有 数目 为 wo, 即 W(0) = No = Ce , 即 C=NWo, 从 而 有 N=Noe”, 又 由 已 
知 条 件 有 
2No = Noe*, 


解 得 上 = 思 “ 当 细菌 数 为 原 有 的 3 倍 时 ,有 


3 的 = Nev 
解 得 t=2 于 3 =3. 17(h). 
即 经 过 3. 17 h 后 . 细菌 数 将 为 原 有 的 3 倍 . 
例 4-16 假设 生物 膜 内 因 不 断 补充 可 维持 药物 浓度 8% ,开始 时 , 膜 外 的 浓度 为 0% ， 
其 渗透 速度 正比 于 它们 的 浓度 差 , 现 测 得 2 h 后 , 膜 外 的 浓度 为 2% , 求 多 少 小 时 后 膜 外 的 浓 
度 可 达 4%? 
解 ” 设 i 时 刻 膜 外 的 浓度 c=c(i) , 依 题 意 可 建立 微分 方程 


de(t) _ 
dt =k[8% -c(t)], 


其 中 天 为 比例 系数 , 解 此 微分 方程 得 
c(t) =8% -Ae-*, 


由 已 知 条 件 有 
c(0) =0 =8% -4e0， 
oe =2% =8% -Ae-*. 
解 得 
A=8%, 
1 也 
| Be 
故 


el(1) =8% [1 6" Gm] 
设 + 小 时 后 , 膜 外 浓度 可 达 4% , 即 
4% =8% [1 _e- (dn§):]. 


2Zln2 
In4=ln3 





t ~4.82 (h). 
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即 经 过 4. 82 h 后 , 膜 外 浓度 为 4% 

例 4-17 假设 肿瘤 生长 到 时 刻 时 的 增长 速度 与 当时 的 肿瘤 大 小 成 正比 ,比例 系数 为 
,但 天 不 是 常数 , 它 随 时 间 + 的 增 大 而 减 小 ,其 减 小 速率 与 当时 上 的 大 小 成 正比 ,此 比例 系 
数 a >0 为 常数 , 求 肿瘤 的 生长 规律 . 

解 设 V=V(i) 表 示 肿 瘤 在 i 时刻 的 大 小 , 依 题 意 可 得 


了 = 好 ， (二 二 
下 = 二 二 1 
| 
区 | 6 二 而 
方程 (4 -16) 的 解 为 大 =4e 7, 将 (4-16) 代 入 (4-15) 中 ,得 
人 -二 


de 
解 得 
ln 了 = -0 + (1. 
a 
由 V|,-o =Vo 可 得 
V=Ver le"). 
此 函数 为 Compertz 的 函数 . 


二 \ 药 物 动力 学 模型 


药物 动力 学 是 一 门 研究 药物 、 毒 物 及 其 代谢 物 在 机 体内 的 吸收 、 分 布 、 代 谢 、 和 排泄 过 程 
定量 规律 的 科学 . 这 里 仅 以 最 简单 的 一 室 模型 为 例 ,说 明 微分 方程 在 这 一 方面 的 应 用 

例 4-18 假定 药物 以 恒定 的 速率 ho 进行 静脉 滴 注 , 试 求 体内 药 量 随 时 间 的 变化 规律 

解 ”把 机 体 设想 为 一 个 同 质 单 元 ,并 假定 药物 在 体内 按 一 级 速率 过 程 消除 ,消除 的 速率 
常数 为 ho 这 样 的 一 室 模型 如 图 4 -1 所 示 . 

设 静 脉 滴 注 时 刻 上 体内 的 药 量 为 x(1) , 则 有 以 下 数学 模 


型 : ko k 
dx 
下 = ko — kx 

这 是 一 个 可 分 离 变量 的 一 阶 微分 方程 ,在 初始 条 件 图 4-1 


t=0,x=0 下, 求 得 其 解 为 
x(i) = (1 = 


分 析 上 式 , 可 知 体内 的 药 量 在 静脉 注射 后 随时 间 上 升 ,经 相当 长 的 时 间 后 ,体内 的 药 量 将 趋 
于 一 个 稳定 的 水 平 


加 
J 
而 且 , 静 脉 滴 注 的 速率 越 大 ,最 后 药 量 的 稳定 水 平 就 越 高 . 
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三 、 流 行 病 学 模型 
这 里 建立 一 种 最 简单 流行 病 模 型 一 -无 移 除 流行 病 模型 . 这 类 流行 病假 设 通 过 团体 内 
部 成 员 之 间 的 接触 而 感染 ,感染 者 不 因 死亡 痊愈 或 者 隔离 而 被 移 除 ; 团 体 是 封闭 式 的 , 即 总 
人 数 N, 刚 开始 时 可 以 假设 只 有 一 个 感染 者 ;团体 成 员 之 间接 触 机 会 均等 ,因此 未 感染 者 转 
化 为 已 感染 者 的 变化 率 与 当时 的 未 感染 人 数 和 已 感染 人 数 的 乘积 成 正比 . 
现在 建立 模型 ,假设 :时刻 未 感染 的 人 数 为 5, 已 感染 人 数 为 1, 根据 上 述 假设 可 以 得 到 
如 下 常 微分 方程 


下 = -aS1 (a 为 常数 )， 
S+I=N, 1(0)=1. 








通过 上 述 方程 可 以 得 到 初 值 问题 : 
dS 
他 oS NE 
S(0)=N-1. 
Ss 
Rr - jeu:， 
In = -otC 
由 初始 条 件 解 得 
= (N-1), 
将 C 代入 上 式 并 整理 得 
一) 加 
TN-1) te Se WE 
式 (4 -17) 就 是 描述 未 感人 数 随 着 时 间 变 化 的 动态 关 图 4-2 


系 ,其 图 形 如 图 4 -2 所 示 . 我 们 可 以 看 到 , 当 1%,5(i) 一 
0, 表 明 所 有 的 成 员 均 被 感染 .因而 对 于 无 移 除 的 流行 病 , 最 终 的 结果 是 所 有 成 员 均 被 感染 ， 
无 一 幸免 . 


习 题 4 
1. 判断 下 列 方程 中 哪些 是 微分 方程 ,并 指出 微分 方程 的 阶 数 : 
(1)y'+3y -5 =2x; (2)73 +7y -6=5x; 
(3)x” +%x=9; (4)x (y’)* +x +9xy' =0; 
(S$)x2y +xy' +4y =8; (6)sin xdy = cos ydx; 


(7)(xy+ 妇 )dx-(x3 +2xy)dy=0; (8)e” 一 和 -er ly +e’y=0; 


(9 ) cos xsin ydy = cos ysin xdx. 
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2. 解 下 列 微分 方程 : 


(1)7 -xy=0; (2)(1-x)y’ =a(y -7'); 
(3)xy -yln y=0; (4)7 = 

(5)y = 二 +1 (提示 : 令 y-*=w, 原 式 变 斤 成 w= -十 ) 

3. 解 下 列 一 阶 线性 微分 方程 : 

(1)y’ -ytan x =sec %; (2)(x+2)y’=3y+1; 
(3)y’+ycos x =e- sn*; (4)y'+ 工 = 守 所 


4. 解 下 列 二 阶 微分 方程 : 
1 





(1)y =e +1; 7 
(3D) -Ty = (4)y’=1+y". 

5. 求 下 列 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 的 解 : 

(1)y" -3y’ -10y=0; (2)y" -47 +4y =0; 
(3)y" -6y’' +13y=0; (4)y" -4y=0; 


(5)y”"+4y’ =0,y(0) =0,y'(0) =10; 


an 1 J 了 
(6)y"’ -5y’ +6y=0,7(0) = ,7 (0) =1. 


6. 已 知 颅 内 压 p 与 容积 V 满足 微分 方程 名 =ap(b -p) ,其 中 a,6 为 常数 , 试 求解 此 微 


分 方程 . 
7. 在 呼吸 过 程 中 ,C0, 从 静脉 进入 肺泡 后 排出 , 肺 中 C0, 的 压力 符合 微分 方程 的 初 
值 问题 


dp 
+kp=hpi, 
E Pp = pl 


p(0) =po， 

其 中 a,pi 为 常数 ，po 是 C0, 进入 肺静脉 时 的 压力 , 试 求 此 微分 方程 初 值 问 题 的 解 . 

8. 在 口服 药片 的 疗效 研究 中 ,需要 了 解 药 片 的 溶解 度 C 随时 间 # 的 变化 规律 C=C(2). 
已 知 微 溶 药 (如 阿司匹林 ) 在 时 刻 i 的 溶解 速度 与 药片 的 表面 积 4 及 浓度 差 C, - 5 的 乘积 
成 正比 (C, 是 药 溶 液 的 饱和 浓度 ) ,比例 系数 为 ho. 将 药片 姐 在 管内 , 仅 让 其 一 面 与 溶液 接 
触 , 则 药片 的 表面 积 4 是 不 变 的 常数 , 求 药片 的 溶解 度 C(2). 

9. 一 只 游船 上 有 800 人 ,一 名 游客 患 上 了 某 种 传染 病 ,12 h 后 有 3 人 发 病 . 由 于 这 种 传 
染病 没有 早期 症状 , 故 传染 者 不 能 被 及 时 隔离 . 直升机 将 在 发 现 首 例 病人 后 的 60 ~72 h 将 
疫苗 运 到 , 试 估算 疫苗 运 到 时 患 此 传染 病 的 人 数 . 
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前 面 所 讨论 的 函数 都 是 只 有 一 个 自 变量 的 函数 , 称 为 一 元 函数 . 在 现实 世界 中 还 存在 
多 个 变量 之 间 相互 依存 的 关系 ,常常 是 一 个 变量 依赖 于 多 个 变量 ,从 而 提出 了 多 元 函数 及 其 
微分 和 积分 问题 . 一 元 函数 微 积分 方法 推广 到 二 元 函数 时 ,会 产生 新 的 问题 ,但 从 二 元 函数 
到 二 元 以 上 的 多 元 函数 则 只 是 简单 的 拓 广 . 因此 ,本 章 主要 以 二 元 函数 为 主 , 讨 论 多 元 函数 
的 微 积 分 及 其 应 用 . 


5.1 多 元 函数 


一 、 空 间 解 析 几 何 简介 


平面 解析 几何 是 通过 坐标 法 把 平面 上 的 一 点 与 一 有 序 实数 对 建立 起 了 一 一 对 应 关系 ， 
即将 平面 图 形 与 二 元 方程 相对 应 ,从 而 也 就 可 以 用 代数 的 方法 来 研究 平面 上 的 几何 问题 
空间 解析 几何 也 是 按照 类 似 的 思路 建立 起 来 的 . 

1. 空间 直角 坐标 系 

在 空间 内 取 定 一 点 0, 作 三 条 两 两 互相 垂直 的 数 轴 
Ox、Oy、0z( 即将 两 数 轴 0x 和 0y 配置 在 水 平面 上 , 则 数 
轴 0z 就 是 该 水 平面 上 的 铅 垂 线 ) ,并 且 指定 其 正 向 符合 
右手 法 则 ,这 样 的 三 条 数 轴 0x、0y、0z 就 建立 起 了 一 个 
空间 直角 坐标 系 , 如 图 5 -1. 

其 中 : 

1) 定 点 0 称 为 坐标 原点 ; 

2) 三 条 数 轴 0x、Oy、0z 称 为 坐标 轴 , 分 别称 为 横 轴 、 
纵 轴 、 竖 轴 ; 了 

3) 如 果 空 间 内 的 一 个 点 内 到 三 个 坐标 轴 上 的 投影 数量 分 别 为 xy\z, 则 有 序数 组 (x,y， 
z) 就 表示 点 M 的 坐标 ,分 别称 x 为 横 坐 标 、y 为 纵 坐 标 \z 为 竖 坐标 ; 

4) 任 意 两 条 坐标 轴 所 确定 的 平面 称 为 坐标 平面 ,由 两 条 坐标 轴 0x 与 0y 所 确定 的 坐标 
平面 称 为 x0y 平面 ,由 两 条 坐标 轴 0y 与 0z 所 确定 的 坐标 平面 称 为 y0z 平面 ,由 两 条 坐标 轴 
0z 与 0x 所 确定 的 坐标 平面 称 为 zOx 平面 ; 

5) 三 个 坐标 平面 将 空间 分 为 八 个 部 分 ,每 一 个 部 分 称 为 一 个 卦 限 . 位 于 三 条 坐标 轴 
Ox、Oy、0z 的 正 半 轴 的 那个 方位 的 卦 限 称 为 第 一 卦 限 ,在 xOy 坐标 平面 的 上 方 ,并 且 按 照 逆 
时 针 的 方向 而 依次 确定 的 三 个 卦 限 分 别称 为 第 二 、 第 三 第 四 卦 限 ;其 第 五 .第 六 、 第 七 .第 八 
这 四 个 卦 限 都 在 x0y 坐标 平面 的 下 方 ,其 中 ,第 一 卦 限 的 下 方 的 那个 卦 限 称 为 第 五 卦 限 ,并 
且 按照 逆 时 针 的 方向 而 依次 确定 ,这 八 个 卦 限 分 别 用 罗马 字母 TI 、I 、 亚 JV、V、W、 丰 三 来 
表示 (如 图 5 -2) ; 

6) 坐标 原点 0 的 坐标 为 (0,0,0) ;坐标 轴 0x 上 的 点 坐标 为 (x,0,0) ;坐标 轴 Oy 上 的 点 坐标 
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为 (0,y,0) ;坐标 轴 0z 上 的 点 坐标 为 (0,0,z) ; 

7)xOy 坐标 平面 上 的 点 坐标 为 (x,y,0) ;yOz 
坐标 平面 上 的 点 坐标 为 (0,y,z) ;x0z 坐标 平面 上 
的 点 坐标 为 (%,0 ,z). 

2. 两 点 间 的 距离 公式 

设 点 Mi (xi,71,2) 和 32 (xz2 ,y2,z2) 为 空间 
两 点 ,过 这 两 点 各 作 三 个 分 别 垂 直 于 三 条 坐标 轴 
的 平面 ,这 六 个 平面 围 成 一 个 以 MiM, 为 对 角 线 
的 长 方 体 ( 如 图 5 -3) ,于 是 有 图 5-2 

Ma = |MIND? + |NM, =|1aP+TPN+|NM2| 
= |x2 -mb + |y -yb + |z -a 0. 
所 以 ,空间 两 点 间 的 距离 公式 为 
[MM,| = AM (%2 —%1) +(y2 -71) + (2 -21). 

3. 空间 曲面 与 方程 

在 日 常生 活 及 实际 问题 中 ,我 们 经 常会 遇 到 各 种 曲 
面 . 例如 : 柱 面 、 锥 面 \ 球 面 等 . 与 平面 几何 中 曲线 与 方 
程 的 关系 一 样 ,空间 中 曲面 和 方程 之 间 也 有 其 相对 应 的 








关系 . 
例 5 -1 一 动 点 P(x,y,z) 与 二 动 点 Mi (1,， -1， 

0) 和 M,(2,0, -2) 的 距离 相等 , 求 动 点 P 的 轨迹 方程 . 图 5-3 
解 ” 依 题 意 有 


| Ph | 二 |PM, | ， 
由 两 点 间距 离 公式 得 点 了 的 轨迹 方程 为 
Vx-1) +(y+1) +2 = V(x-2) + + (z+2)’, 

化 简 得 x%+y-2z-3=0. 

显然 , 动 点 P 的 轨迹 是 线段 MiM, 的 垂直 平分 面 ,上 面 所 求 的 方程 即 该 平面 的 方程 . 

例 5-2 求 空间 直角 坐标 系 中 以 点 Po(xo ,yo ,zo ) 为 球 心 ,以 及 为 半径 的 球面 方程 

解 ” 设 球面 上 的 动 点 为 P(x,y,z) ,于 是 有 

|PPo | =R, 


/x-x0) +(y-y0) +(z-20)* =R, 


(zx -xxo)2+(7=-7o) +(z-z0) =R. 
特别 地 , 当 球 心 为 原点 , 即 xo =yo =zo =0 时 ,球面 的 方程 为 
+7 + =R. 
例 5-3 求 空间 直角 坐标 系 中 到 定点 (2,0,0) 和 到 y0z 平面 等 距离 的 点 的 轨迹 ( 旋 
转 抛物 面 ) 方 程 . 
解 ” 设 动 点 为 P(x,y,z) ,于 是 有 |PF|= |x|. 


由 距离 公式 得 


化 简 得 球面 方程 为 
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V(x-2) + +2 = |x|, 
化 简 得 
4(x -1) = 和 2 +2z. 

通过 与 平面 直角 坐标 系 下 的 到 定点 (2,0) 和 定 直 线 x 
=0 等 距离 的 点 的 轨迹 ( 抛物线) 方程 4(x -1) =y 对 比 ,此 
例 中 得 到 的 曲面 称 为 抛物 面相 当 于 平面 直角 坐标 系 下 的 抛 
物 线 4(x -1) =y 绕 x 轴 旋 转 而 成 ,而 旋转 抛物 面 的 方程 就 
相当 于 是 将 直角 坐标 系 下 的 抛物 线 方程 4(x -1) =y 中 的 
入 代 换 为 +, 即 得 4(x -1) =y +zz( 如 图 5 -4). 

一 般 规律 :将 平面 上 的 曲线 F(x,y) =0 绕 x 轴 旋 转 所 得 
的 旋转 曲面 的 方程 为 F(x, + Vy +z) =0; 绕 y 轴 旋 转 所 得 
的 旋转 曲面 的 方程 为 F( + Vx +z,y) =0. 图 5-4 

其 他 坐标 平面 上 的 曲线 绕 坐 标 轴 旋 转 而 成 的 旋转 曲面 
的 方程 可 用 类 似 的 代 换 得 出 . 我 们 也 可 以 根据 这 个 规律 判断 方程 表示 的 图 形 的 大 致 形状 . 


"3 好 
例如 ,将 酉 圆 写 + 35 =1 绕 < 轴 旋转 所 得 的 椭 球 面 的 方程 为 己 + 所 + 所 =1; 方 程 乞 - 





六 + 全 =1 所 表示 的 曲面 可 看 成 是 双 曲 线 生 -六 =1 绕 y 轴 旋 转 而 成 的 曲面 称 为 单 叶 双 曲 
2 2 2 

面 ;方程 全 -分 -分 =1 所 表示 的 曲面 可 看 成 是 双 曲 线 和 -他 =1 绕 * 轴 旋转 而 成 的 曲面 称 
为 双 叶 双 曲面 ;方程 3: = 避 + 六 所 表示 的 曲面 可 看 作 是 x0: 坐标 平面 上 的 抛物 线 3: = 绕 
: 轴 旋 转 而 成 的 施 转 抛物 面 . 

例 5 -4 试 分 析 方程 之 +J2 = 到 所 表示 的 曲面 形状， 

解 方程 巡 +)2 = 在 x0y 平面 上 表示 圆心 在 原点 .半径 
为 R 的 圆 . 在 空间 直角 坐标 系 中 ,此 方程 不 含 竖 坐 标 z, 即 不 论 空 
间 点 的 竖 坐 标 z 怎样 ,只 要 它 的 模 华 标 * 和 纵 坐 标 能 满足 这 广 
程 ,那么 这 些 点 就 在 该 曲面 上 ， 这 就 是 说 ,如 果 空 间 点 M(z,y,0) 
满足 方程 必 + = 民 , 则 平行 于 z 轴 且 过 点 WM(x,y,0) 的 直线 上 
的 点 者 满足 方程 必 + ?2 = 到 ， 即 该 直线 上 的 点 都 在 曲面 上 因 
此 ,该 曲面 可 以 看 成 是 平行 于 z 轴 的 直线 1 沿 x0y 平面 上 的 圆 
+ 六 = 展 移动 而 成 的 (如 图 5 -5). 我 们 把 该 曲面 称 为 圆柱 面 ， 
z0y 平面 上 的 贺 + = 到 称 为 圆柱 面 的 准 线 ,平行 于 z 轴 的 直 
线 ! 为 圆柱 面 的 母线 . 

一 般 来 说 ,只 合 两 个 变量 而 缺少 一 个 变量 的 方程 所 表示 的 图 形 在 空间 直角 坐标 系 中 表 
示 母 线 平行 于 所 缺少 的 那个 变量 对 应 的 坐标 轴 的 柱 面 ， 

例如 ,方程 F(x,y) =0 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 母线 平行 于 定 0 轴 的 柱 面 ,其 准 线 是 
x0y 坐标 平面 上 的 曲线 C:F(x,y) = 0; 同 理 ,只 含 两 个 变量 xz 而 缺少 变量 y 的 方程 6 
(x,z) =0 和 只 含 两 个 变量 yz 而 缺少 变量 的 方程 1(y,z) =0 在 空间 直角 坐标 系 中 则 分 别 
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表示 母线 平行 于 0y 轴 和 Ox 轴 的 柱 面 ,其 准 线 分 别 是 x0z 平面 上 的 曲线 C:C(x,z) =0 和 
y0z 平面 上 的 曲线 C:H(y,z) =0. 

平面 是 柱 面 的 特例 ,如 平面 By + Cz +D =0 与 x 轴 平 行 ;平面 4x +D =0 既 平 行 于 y 轴 ， 
又 平行 于 z 轴 ,因而 它 平行 于 y0z 平 面 . 


二 、 多 元 函数 的 概念 


在 实际 问题 中 ,经 常会 遇 到 多 个 变量 之 间 的 依赖 关系 . 
例 5-5 和 矩形 的 面积 4 依赖 于 两 个 边 长 xy, 它们 之 间 的 关系 表现 为 
4=xy (x>0,y>0). 
例 S -6 长 方 体 的 体积 V 取决 于 三 个 量 长 x、 宽 y、 高 z, 其 之 间 的 关系 表现 为 
V=xyz(x >0,y >0,z>0). 
例 5-7 病人 在 进行 补液 时 ,补液 量 N 与 正常 血 容量 VV、 正常 红细胞 比 容 (单位 容积 血 
液 中 红细胞 所 占 容积 百分比 )4 及 病人 红细胞 比 容 B 之 间 的 关系 为 


N=rf(1 -分 


上 述 几 个 例子 虽然 其 问题 的 属性 不 同 ,但 是 却 有 着 共同 的 特征 , 即 都 体现 了 因 变量 与 多 
个 自 变量 之 间 的 变化 关系 . 

定义 5 -1 ， 设 有 三 个 变量 xyz, 当 两 个 变量 *\y 在 一 定 的 范围 也 内 取 任意 的 一 组 值 
时 ,按照 确定 的 对 应 关系 户 变 量 z 都 有 唯一 的 值 与 之 相对 应 , 则 变量 * 称 为 这 两 个 变量 xy 
的 二 元 函数 , 记 作 z=/(x,y)， 其 中 ,变量 xy 称 为 自 变量 ,而 变量 z 则 称 为 函数 (或 因 变 
量 ). 自 变量 xy 的 取 值 范围 称 为 函数 =f(x,y) 的 定义 域 . 而 函数 :=f(x,y) 的 取 值 范围 
称 为 函数 2 =/(*,y) 的 值 域 。 

例如 ,上 述 例 5 -5 中 面积 4 是 长 x 和 宽 y 的 一 元 函数 

由 于 二 元 函数 的 定义 域 和 平面 上 的 点 的 集合 相对 应 ,为 了 方便 起 见 , 我 们 将 平面 上 由 有 
限 条 直线 或 曲线 所 围 成 部 分 的 点 的 集合 称 为 区 域 ， 

例如 矩形、 扇形 、 第 一 象限 内 等 平面 上 的 点 集 都 构成 区 域 . 

若 区 域 延伸 到 无 穷 远 处 , 则 该 区 域 称 为 无 界 区 域 ;否则 , 它 总 可 以 被 包围 在 一 个 以 原点 
为 中 心 而 半径 适当 大 的 圆 内 ,这 样 的 区 域 又 称 为 有 界 区 域 . 围 成 区 域 的 直线 或 曲线 称 为 区 
域 的 边界 ;连同 边界 在 内 的 区 域 称 为 闭 区 域 ;不 包括 边界 的 区 域 称 为 开 区 域 . 例如 :Di = 
{(x,y) |x+y>0] 是 一 个 无 界 的 开 区 域 (如 图 5 -6(a) ) ,六 = {(z,y) |22 + 和 <1] 是 一 个 有 
界 的 闭 区 域 ( 如 图 5 -6(b) ). 





图 5-6(a) 图 5-6(b) 
129 


医学 高 等 数学 





与 一 元 函数 定义 域 的 求法 相同 ,关于 二 元 函数 定义 域 的 确定 , 当 函 数 的 自 变 量 有 实际 意 
义 时 , 则 应 该 根据 它 的 实际 意义 来 确定 自 变量 的 取 值 范围 ;对 于 那些 单纯 地 由 数学 解析 式 所 
表示 的 函数 而 言 ,使 该 数学 解析 式 有 意义 的 自 变量 的 取 值 范围 就 是 该 二 元 函数 的 定义 域 . 

例 5 -8 求 二 元 函数 z=In (9 -x? -如 ) + V + 入 -1 的 定义 域 . 

解 ” 要 使 该 二 元 函数 有 意义 ,必须 满足 

9-x -yy >0, 
le +y -1>0. 
即 
1<x* + <9. 

故 该 二 元 函数 的 定义 域 为 D={(x,y) |1< + <9} 即 点 集 D 在 Oxy 坐标 平面 上 的 
范围 是 以 坐标 原点 为 圆心 半径 为 3 的 圆 与 以 坐标 原点 为 圆心 的 单位 贺 所 围 成 的 圆 环形 区 
域 , 但 不 包括 边界 曲线 的 外 圆 部 分 +y =9( 如 图 5 -7). 


例 5 -9 求 二 元 函数 z=In (y-%) + -一些 的 定义 域 ， 


人 二 娄 二 大 
解 ” 要 使 该 二 元 函数 有 意义 ,必须 满足 
， y-%>0, 
x + <1, 
x 二 0. 
即 该 函数 的 定义 域 为 


D={(x,y) |y-x>0,x + <1,x=0}, 
它 所 对 应 的 区 域 是 一 个 扇形 (如 图 5 -8). 





图 5-7 图 5-8 
对 于 二 元 函数 z=f(x,y) , 当 给 定 两 个 自 变 量 xy 的 一 组 值 (xo ,yo ) 时 ,就 可 以 根据 该 函 
数 的 关系 式 z =f(x,y) 来 求 出 其 相应 的 函数 值 了 ,其 相应 的 函数 值 记 作 f(%o ,yo ) \ 或 z1;:%、 


或 zl 
例 S -10 已 知 二 元 函数 所 xz,y) = 巡 +272 -5x+3, 求 (0， -2) 与 川 1 二 
解 f(0, -2) =02+2x(-2) -SSx0+3=11. 
机 , 们 =Prax(2 -sx1+3= -1 
x x 四 


二 元 函数 可 以 视 为 是 关于 三 个 变量 x、y.z 的 三 元 方程 , 它 对 应 的 函数 图 形 在 空间 直角 
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坐标 系 内 表示 曲面 . 

例如 ,函数 z=4x +By+D 的 图 形 表示 平面 ;函数 z=x? +y 的 图 形 表示 顶点 在 原点 、 开 
口 向 着 z 轴 正 方向 的 旋转 抛物 曲面 (如 图 5 -9) ;函数 z= VR -x -六 的 图 形 表示 球 心 在 
原点 、 半 径 为 RR 的 半 个 球面 (如 图 5 -10). 


x 





图 5-10 
三 、 二 元 函数 的 极限 与 连续 


1. 二 元 函数 的 极限 

讨论 二 元 函数 z=f(x,y) , 当 x 一 xo,y 一 yo 时 的 极限 ,也 就 是 讨论 当 两 个 自 变量 x、y 所 对 
应 的 点 P(x,y) 一 Po(xo,yo) 时 的 极限 . 这 里 的 PPo 表示 点 已 以 任意 方式 趋向 于 点 Po ,也 
就 是 点 了 与 点 Po 之 间 的 距离 逐渐 地 趋向 于 零 . 

为 方便 起 见 ,我 们 把 适合 不 等 式 (x -xzo) ”+(y -加 ) ”<8 的 所 有 点 P(x,y) 组 成 的 圆 形 
开 区 域 称 为 点 Po 的 6 邻 域 . 若 该 圆 形 开 区 域 不 包括 圆心 , 则 称 之 为 点 Po 的 去 心 5 邻 域 . 

定义 5 -2 若 函 数 z= 拟 x,7) 在 点 Po(xo,yo) 的 某 一 个 去 心 邻 域内 有 定义 , 当 点 P(x， 
y) 以 任意 方式 趋向 于 点 Po(xo ,Yo) 时 ,函数 z=f(x,Y) 的 值 无 限 地 趋向 于 一 个 确定 的 常数 4， 
则 称 常数 4 为 函数 z =f(x,y) 当 x 一 xo,y 一 yo 时 的 极限 , 记 作 

Pe =4 或 lm fs) =4. 


yo70 


为 了 区 别 于 一 元 函数 的 极限 ,二 元 函数 的 极限 称 为 二 重 极限 . 同一 元 函数 的 极限 中 自 
变量 的 变化 路 径 (过 程 ) 相 比 ,二 重 极限 中 的 自 变量 的 变化 路 径 ( 过 程 ) 要 显得 复杂 得 多 ,但 
是 有 些 问 题 仍然 可 以 利用 一 元 函数 求 极限 的 方法 来 解决 . 


例 5 -11 求 二 重 极限 lim ，( 冯 + 72)sin 


,7)—(0,0) 
解 当 x-;0、y_0 时 ,二 元 函数 避 + 为 无 穷 小 量 ， 而 二 元 函数 sin 元 + 为 有 界 困 
数 ,因此 


(x? + )sin 三 外 


lim 
(zx,y) 一 (0,0) 和 2 十 入 


vxy+1 -1 


lim 
(x,7)—(0,0) XY 





例 5 -12 求 二 重 极限 


131 





li 了 LT lim se | 二 lim L 3 
(x,y)—(0,0) XY (xy) 一 (0,0)Xy( Vxy +1+1) (xy) 一 (00)(Wxy+I+1) 2 
2. 二 元 函数 的 连续 性 
定义 5 -3 设 函 数 z=f(x,y) 在 点 po(xo,yo) 的 某 一 个 邻 域内 有 定义 ,并 且 二 重 极限 
Ce te = 了 xo ,yo) , 则 称 函 数 z=f(x,Y) 在 点 po(xo ,yo ) 处 连续 . 否则 称 函数 z = 


f(x,y) 在 点 po(xo ,yo) 处 间断 . 

若 函 数 z=f(%x,y) 在 区 域 D 内 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 函数 z=f(x,y) 在 区 域 D 内 连续 . 

与 一 元 连续 函数 的 性 质 类 似 , 多 元 连续 函数 在 其 定义 域 区 域内 有 如 下 性 质 . 

性 质 1 若 多 元 函数 在 有 界 闭 区 域 忆 上 连续 , 则 该 多 元 函数 在 该 有 界 闭 区 域 忆 上 必 能 
取得 最 大 值 与 最 小 值 

性 质 2 ”多 元 连续 函数 的 和 、` 差 、 积 均 为 连续 函数 ;多 元 连续 函数 的 商 为 连续 函数 ( 在 分 
母 不 为 零 处 ) ;多 元 连续 函数 的 复合 函数 仍然 为 连续 函数 . 

性 质 3 一 切 多 元 初等 函数 在 其 定义 域内 是 连续 的 . 


5.2 偏 导 数 与 全 微分 


与 一 元 函数 相 类 似 , 对 于 多 元 函数 而 言 , 当 自 变量 变化 时 ,同样 要 考虑 其 相应 的 函数 的 
变化 率 (或 导数 ) 与 函数 的 微分 . 本 节 以 二 元 函数 z=f(x,y) 为 例 ,讨论 当 自 变量 变化 时 相 
应 函数 的 变化 率 及 微分 . 


一 、 偏 导数 的 概念 及 计算 


对 于 函数 z =/(x,7) ,考察 当 其 中 一 个 自 变量 变化 而 另 一 个 自 变量 不 变 时 ,相应 的 函数 
的 变化 率 情况 ， 

1. 偏 导 数 的 定义 

定义 5 -4 设 函 数 z=/(x,y) 在 点 证 (xm ,yo) 的 某 一 个 邻 域内 有 定义 , 当 自 变量 y 固定 
在 为 ,而 自 变量 x 在 x0 处 有 增 量 Ax 时 ,函数 :=/(x,y) 相应 地 也 有 增 量 /(xo + Ax,y0) - 
(ao 加) , 若 极限 mn 个 各 0 -大 和 2 存在 , 则 称 此 极限 为 函数 z = /(x,y) 在 点 
证 (so 加) 处 对 自 变量 x 的 偏 导数 , 记 作 


0z 0 下 了 
二 并 z=x0 9 Zx |:-% 或 f(xo ;yo 


or ie” oxen 
类 似 地 , 当 自 变量 x 固定 在 %. 而 自 变量 y 在 为 处 有 增 量 Ay 时 ,车 
lim 太 so +Ay) = 凡 *0 190) 存 在 , 则 称 此 极限 为 函数 z=f(x,y) 在 点 Pu(m ,为 ) 处 对 自 变 


Ay 一 0 Ay 


量 y 的 偏 导数 , 记 作 

















9z of 

ay'l my 

车 函数 z=f(x,y) 在 区 域 D 内 的 每 一 个 点 P(x,y) 处 对 自 变量 x 的 偏 导数 都 存在 , 则 该 

偏 导数 仍 然 是 自 变量 x 与 自 变量 y 的 函数 , 称 为 函数 z=f(x,y) 对 自 变量 x 的 偏 导 函数 , 记 
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a 
类 似 地 ,可 以 定义 函数 z=f(x,y) 对 自 变量 y 的 偏 导 函 数 ,并 记 为 
i 

今后 ,在 不 至 于 引起 混淆 的 地 方 ,我 们 将 偏 导数 和 偏 导 函 数 统称 为 偏 导数 . 根据 偏 导 函 
数 的 定义 可 知 ,二 元 函数 z =f(%,y) 在 点 Po(xo,yo) 处 对 自 变量 的 偏 导数 了 (xo ,yo) 或 
"(wo ,Yo) 就 是 偏 导 函数 说,(x,y) 或 1,(x,y) 在 点 Po(xo ,yo) 处 的 函数 值 . 

2. 偏 导数 的 几何 意义 

一 元 函数 y=f(x) 的 导数 的 几何 意义 是 函数 曲线 y =f(%) 在 点 Po(xo ,yo ) 处 切线 的 斜 
率 . 二 元 函数 z=/(x,y) 在 点 P(xo,%) 处 的 偏 导数 (x0,%) 是 曲面 z=f(x,y) 与 平面 y= 
Yo 的 交 线 在 点 (xo ,yo ,f(xo ,yo) ) (空间 曲线 上 的 点 ) 处 的 切线 对 x 轴 的 斜率 ; 同 理 ,二 元 函数 
z= 用 x,y) 在 点 Po(xo,Yo) 处 的 偏 导 数 ',(xo ,yo) 是 曲面 z=f(%,y) 与 平面 x=%o 的 交 线 在 
点 (zxo ,yo Kxo ,加 ) ) (空间 曲线 上 的 点 ) 处 的 切线 对 y 轴 的 斜率 ( 图 略 ). 

3. 偏 导数 的 求法 

根据 偏 导数 的 定义 可 知 , 求 二 元 函数 对 某 一 个 自 变量 的 偏 导数 时 ,只 须 将 另 一 个 自 变量 
视 为 常量 而 直接 对 该 变量 求 导数 即 可 . 

例 5-13 求 函 数 ./(x,y) = 妇 +3xy + 入 在 点 人 (1,2) 处 的 偏 导 数 /',(1,2) 和 
Pd 

解 将 自 变 量 y 视 为 常量 ,对 自 变 量 x 求 导 ,可 以 得 到 f',(x,y) =2x +37; 将 自 变量 x 
视 为 常量 ,对 自 变量 y 求 导 , 可 以 得 到 f(x,y) =3x +2y. 将 点 M(1,2) 分 别 代 人 和 人 上面 的 偏 
导 函 数 , 得 

f'.(1,2) =2X1+3X2=8; 了 (12) =3X1 #2 xX2=7. 
例 5-14 设 函 数 z=(x2 +7)In (22+) ee 


解 疾 = (+) n(n 


=2xln (x +y) +(x +y) 





2X 
+ =2x[ln (和 达 + 和 从 ) +1]; 
同 理 ， 
Er +72) n(x + 和 2) + 0+) [ine + =2y[ln (#2 +) +1]. 
当然 ,二 元 函数 偏 导数 的 定义 和 求法 可 以 推广 到 二 元 以 上 的 函数 . 


例 5-15 求 函 数 w= V+ 六 + 生 的 三 个 偏 导数 虹 、 虹 、 虹 
和 Ox 9y 0z 

解 ”将 两 个 自 变量 yz 视 为 常量 ,函数 对 自 变量 x 求 导 ,可 得 
Ou _ 2x 二 3 x 由: 
or VE 

同 理 , 将 两 个 自 变 量 *\z 视 为 常量 ,函数 对 自 变量 y 求 导 , 可 得 
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Bu_ 2 WE 
0y 1 + 4 Vo + 交 
类 似 地 ， 
Ou_ yy 
0 22 
二 ,全 微分 
和 一 元 函数 的 微分 定义 方法 类 似 ,对 于 二 元 函数 ,我 们 考察 当 自 变量 变化 时 相应 函数 增 
量 的 近似 值 . 


例 5-16 如 图 5 -11 所 示 , 设 矩形 的 两 个 边 长 分 别 为 xy, 则 矩形 的 面积 $ = xy. 若 两 
个 边 长 x、y 分 别 取 得 增 量 Ax、Ay, 则 面积 5 的 改变 量 
AS=(x+Ax)(y+Ay) -xy=7yAx +xAy +AxAy. 
上 式 右 端 中 的 yAx +xAy 是 关于 两 个 自 变量 x、y 的 


增 量 Ax、Ay 的 线性 函数 , 当 p = V(Axz) +(Ay) 一 0 
时 ,AxAy 是 比 p 高 阶 的 无 穷 小 量 , 故 可 以 略 去 不 计 , 而 
用 yAx +xAy 来 近似 地 代替 $ 的 改变 量 ( 全 增 量 )AS. 称 
yAx +xAy 为 二 元 函数 $ = xy 的 全 微分 . 

定义 -5 如 果 函 数 z=f(x,y) 在 点 P(x,y) 处 的 图 5-11 
全 增 量 Az =f(x +Ax,y+Ay) -f(x,y) 可 以 表示 为 Az =AAx + BAy +o(p) 的 形式 ,其 中 两 个 
常数 4 了 3 不 依赖 于 两 个 自 变量 的 增 量 Ax、Ay 而 改变 , 仅 与 两 个 自 变量 x、y 有 关 ,o(p) 是 比 p 
高 阶 的 无 穷 小 量 (p = V(Ax) + (Ay)”) , 则 称 函数 z=f(x,y) 在 点 P(x,y) 处 可 微分 (或 可 
微 ) ,并 称 4Ax + BAy 为 函数 z=f(x,y) 在 点 P(x,y) 处 的 全 微分 , 记 作 dz, 即 

dz =AAx + BAy. 

可 以 证 明 , 若 函数 z =f(x,y) 在 点 P(x,Y) 的 某 个 邻 域 内 的 两 个 偏 导 数 f, (x,y)、 

了 f',(%,Y) 连续 , 则 该 函数 在 点 P(x,y) 处 可 微 ,并 且 全 微分 为 
dz =f°,(%,7)Ax +f',(%,y) Ay. 

若 函 数 z=f(x,y) 在 区 域 D 内 的 各 点 处 处 都 可 微 , 则 称 函 数 z=f(x,y) 在 该 区 域 D 内 可 
微 . 

与 一 元 函数 相 类 似 , 由 于 两 个 自 变 量 x、y 的 增 量 Ax、Ay 就 是 两 个 自 变量 x\Y 的 微分 
dx、dy, 因 此 函数 z=f(x,y) 的 全 微分 dz 又 可 以 记 作 


dz = 将 qx + gy, 
Ox 0y 








其 中 dx,3dy 分 别称 为 西数 z=/(x,y) 对 两 个 自 变量 ,7 的 偏 微 分 . 根据 dz= adx + 32dy 


可 知 ,全 微分 等 于 各 偏 微 分 的 和 ,这 就 是 所 谓 的 炙 加 原理 . 
例 $S-17 求 函 数 z=x2y 在 点 (2, -1) 处 , 当 Ax =0.02、Ay = -0.01 时 的 全 增 量 与 
全 微分 . 
解 ” 全 增 量 为 
Az=(2+0.02)?x( -1-0.01)?*-2?x( -1)?=0.1624. 
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由 于 函数 :=)2 的 两 个 偏 导数 分 别 为 3 = 292,%5 = 2227, 并 且 都 连续 ,因此 全 微分 存 


在 ,于 是 所 求 点 (2, -1) 处 的 全 微分 为 
% Ay 
(2 Ly 07 1(2, -1) 
=2x2x(-1)2x0.02+2x22x(-1)x(-0.01) =0.16. 
例 5-18 求 函 数 z=e*sin (x+y) 的 全 微分 . 
解 函数 z=e*sin (x+y) 的 两 个 偏 导数 分 别 为 


让 = 人 sin (x +y) +e”cos Ce ay =e’*cos (x +Y) ， 


故 所 求 的 全 微分 为 
= de + 92d7 =ex[sin (x+Yy) +cos (%+Yy)]dx +e”cos (%+Y)dy. 
例 5 -19 测 得 某 成人 体内 镇 基 药 的 药 量 * 为 20 mg, 血液 波 度 为 4 me/L, 著 改变 量 
Ax =0.2 mg,Ac =0. 1 mg/L, 求 表 观 分 布 容积 了 = 九 z,c) = 的 全 增 量 和 全 微分 








= 于 名 各 -Ae 
解 AV=f(x+Ax,c+Ac) -f(x,c) c+Ac c(c+Ac) 





aed tt yl 
Ox oc c 
将 x=20,c=4,dx =Ax=0.2,dc =Ac=0.1 代 入 得 
AT= -0.07317(L), dV= -0.075( 工 ). 


三 \ 高 阶 偏 导 数 


设 函 数 =/(x,y) 在 区 域 D 内 具有 偏 导数 生 = 太 。(x,y) 与 3 =f')(*,y) , 则 在 区 域内 


这 两 个 偏 导数 . 广 ,(*,y) (xy) 仍 然 是 两 个 自 变量 xy 的 函数 . 着 这 两 个 函数 f(x,y)、 
f'y(x,y) 的 偏 导 数 仍 然 存 在 , 称 它们 为 函数 z=f(x,y) 的 二 阶 偏 导 数 . 二 元 函数 依照 对 两 个 
自 变量 xy 进行 求 导 次 序 的 不 同 有 以 下 四 个 二 阶 偏 导 数 : 
0z 


9 92z 11 
le 中 = sy), 





0z n 
= 2 3 





0 0z 1 
| je/ rs)), 
0 /9z 二 人 ”( 
全 oy my) 


其 中 ,两 个 二 阶 偏 导数 "(x,y) "ya(*,7) 称 为 二 阶 混合 偏 导数 . 
类 似 地 ,可 以 定义 三 阶 、 四 阶 其 至 更 高 阶 的 偏 导 数 . 二 阶 及 二 阶 以 上 的 偏 导数 统称 为 高 
阶 偏 导数 . 
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例 S-20 已 知 函 数 z=xy-3x7, 求 它 的 所 有 二 阶 偏 导数 . 
解 ” 先 求 出 两 个 一 阶 偏 导数 ， 


2 =3x2y -6xy3 和 =x? -9x27P ， 


























OX 
再 求 二 阶 偏 导 数 : 
这 Te 由 
2 | ) =6% 67’ edy By b> )= =3x? -18xy? 
0z _ 9 O27 
Bya% = 起 (¥) = =3x2 -18xy”， lo — 18x2y. 
上 例 中 两 个 二 阶 混合 偏 导数 是 相等 的 , 即 卫 = 才 二 
yx 
下 的 定理 . 
定理 5 -1 车 二 元 函数 :=/(x,y) 的 两 个 二 阶 混合 偏 导数 芝 志 .过 蔚 在 区 域 D 内 连续 ， 
则 在 区 域 D 内 这 两 个 二 阶 混合 偏 导数 相等 . 即 
gzz _ 92z 
Ox0y OyOx 


这 个 定理 说 明 , 只 要 两 个 混合 偏 导 数 连续 ,那么 它们 与 求 导 的 次 序 无 关 . 此 定理 的 证 明 
从 略 . 


5.3 多 元 复合 函数 的 偏 导数 


一 \ 复 合 函 数 的 求 导 法 则 


我 们 可 以 将 多 元 复合 函数 视 为 是 一 元 复合 函数 的 推广 ,因此 , 求 多 元 复合 函数 的 偏 导数 
的 方法 与 一 元 复合 函数 的 求 导数 的 方法 类 似 . 利用 多 元 函数 全 微分 的 至 加 原理 ,可 以 推导 出 
多 元 复合 函数 的 偏 导 数 法 则 . 

定理 5-2 车 函数 =g(t) 及 v=yw(it) 都 在 点 1 处 可 导 , 并 且 二 元 函数 z=f(u,v) 在 相 
对 应 的 点 (w,v) 处 具有 连续 的 偏 导数 , 则 复合 函数 z=f[ p(i) ,w(t) ] 在 点 ;处 可 导 ,并 且 其 
导数 可 用 下 列 公式 计算 : 


dz az du oz dv 
dt du dt 9v dt 


此 复合 函数 各 变量 间 的 关系 如 图 5 - 12 所 示 , 函数 与 自 变 量 间 的 路 径 数 与 求 导 数 公 式 
中 的 项 数 相对 应 ,而 每 条 路 径 反映 的 又 是 函数 与 自 变量 之 间 的 复合 关系 . 


例 5-21 已 知 z=w’ ,w= sin xp=er, 求 下 





解 Ey Da E(w)! =w wu 
Ou 07 

dv WE 二 人 

= (sin 4); = Cos x, Ce ) 三 
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dz oz du gz dv oe CU 
= =vu" cos x+u’e’lnu 
dx Ou dx Ov dx 
=e”* (sin x)° “lecos x + (sin %)° e’*ln sin x. 


定理 5 -2 中 ,如 果 中 间 变 量 w,v 是 二 元 函数 ,不 妨 设 w=g(x,y) ,v=y(x,y) , 则 函数 z 


对 自 变量 的 偏 导数 求法 有 如 下 法 则 . 
定理 5 -3 车 两 个 二 元 函数 4=p(*,y) ,v=W(%,7) 在 点 (x,y) 处 的 偏 导数 宇 , 吕 ,总 ， 





% 剖 存在, 并且 在 对 应 的 点 (w,0) 处 ,二 元 函数 =/(w,0) 具 有 连续 的 偏 导数 , 则 复合 函数 2 
=/[ p(x,y) ,w(x,y) ] 在 点 (x,y) 处 对 两 个 自 变 量 x,y 的 偏 导数 存在 ,并 且 其 导数 可 用 下 列 


公式 计算 : 











0z _dz0u 0zg 0z 9z0u 0z07 
Ox Duox vox’ 9y 9uoy v9y 


此 复合 函数 的 各 变量 间 的 关系 如 图 5 - 13 所 示 . 
a pe 
Oo Sy . , . 


图 5-13 





图 5-12 


例 5-22 设 三 个 二 元 函数 z=e'sinv,u =xy,v= =z+ 力 求生 2 和 3 


=e*(ysinv+cosv) =e®? [ysin (x+y) +cos (x+7y)]; 


D2 O20 0 “snvXx+e"cosvxl 
0y Oudy dv9y 
=e*(xsinv+cosv) =e®?[xsin (x+y) +cos (x+7y)]. 


对 于 比较 复杂 的 星 指 型 函数 ,我 们 可 以 通过 变量 代 换 而 将 其 转化 为 多 元 复合 函数 来 求 


导数 . 
例 5 -23 设 函 数 z=(x? -2y)”, 求 衬 和 空 . 
Ox 97y 
解 设 u=x -2y,v=xy, 则 函数 z=w. 有 
200 OOD tt Se FI 


OX 0LOX OvOxX 
=2x2y (x2 -2y) 7 1 +y (x -2y) Tn (x -27); 


上 v1 
0Y ‘du9y 0207 
= -2xy (x -27)5 -1 +x (x -2y) TIn (x -2y). 


对 于 多 元 复合 函数 来 说 ， 如 果 各 函数 关系 比较 简单 ,也 可 以 将 中 间 变 量 直接 代 人 自 变 量 
的 表达 式 而 对 自 变量 直接 求 偏 导数 . 
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例 5 -24 设 函 数 ==er- 六 ,而 zx =sin by = 已, 求 公 
解 将 中 间 变 量 x = sin it,y=B 代入 函数 z=e*-2 ,得 z =es*"*-2* ,应 用 一 元 复合 函数 求 





导数 方法 得 
于 = (en) = ent-2 (sin t—28)!=e -2 (cost -67). 
例 5-25 已 知 z=/(%,y) = 巡 +Iny, 而 y=sin x, 求 全 
解 ” 将 中 间 变 量 y = sin x 代 人 函数 z=x? +ln y, 得 z=x?+ln sin x, 于 是 
= (2 thn sin #)! =2x + OE =2% + cot x. 


sin % 
du Hu 


例 5-26 设 w=f(x,Yy,z) =e2+37- 而 z=xsin AT 
解 将 中 间 变 量 z=xsin y 代入 函数 ， = 和 ey 守 是 


Ou wt 二 3 
= (e+ A 一 e2x +37 zsiny(2x + 3y — xsin y)’ 
Ox 

= @2” 3 in (2 — sin y) ; 
9 


u 2x +3y—xsiny \! 2x +3y—xsiny 。 
=(e Js =e (2x +3y —zxsin y) 
07 了 7 


S63 min (3 — xCos y). 
二 、 隐 函数 的 求 导 法 则 


在 一 元 函数 中 已 经 介绍 过 用 复合 函数 的 求 导 法 则 来 求 由 方程 F(x,y) =0 所 确定 的 隐 
函数 y =f(x) 的 导数 ,这 里 通过 多 元 函数 求 偏 导数 的 方法 给 出 隐 函 数 的 求 导 公式 . 
车 将 F(x,y) 看 成 x、y 的 二 元 函数 ,而 y 又 是 x 的 函数 y=f(x) ,于 是 F(x,y) =0 就 成 为 
Flx,f(x)] =0. 
将 上 式 两 边 对 % 求 导 , 有 
oF QaFd 
本 ee = 
即 
oF 


F 
dy_ 9x 人 (0). 
97 





dx oF 忆 
07 
对 于 三 元 方程 F(x,y,z) =0 所 确定 的 隐 函 数 z=f(x,y) ,用 同样 的 方法 可 以 得 到 
0z _ _ 2 了 
3 
例 5-27 求 由 方程 z=e” +ez 所 确定 的 隐 范 数 z= 九 x,y) 的 偏 导数 . 
解 令 F(x,y,z) =e9 -z+ez =0, 则 
oF oF 
Be > 0y 本 
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故 
Da Ne oe hy ey 
or le Wy FE l=se 
. dy d2y,, 
例 5-28 设 必 +y=1, 求 各 ,之 以 及 它们 在 点 (0,1) 的 值 
解 令 F(x,y) =x2 + -1, 则 
dy 
dx x ,i 
则 
dy 
dx |*=0 os 
四 
se +%7_ _1 
dx 7 7 入 六 
故 
dy| _ ] 
dx? 0 Ee 





5.4 多 元 函数 的 极 值 


一 、 二 元 函数 极 值 的 定义 


在 实际 的 问题 中 ,往往 会 遇 到 多 元 函数 的 极 值 与 最 值 问题 . 与 一 元 函数 相 类 似 ,多 元 函 
数 的 最 大 值 .最 小 值 与 极 大 值 . 极 小 值 也 有 着 密切 地 联系 ,下 面 以 二 元 函数 为 例 来 讨论 其 极 
值 问 题 . 

和 一 元 函数 极 值 的 定义 类 似 , 我 们 通过 比较 自 变量 在 局 部 范围 内 函数 值 的 大 小 来 定义 
极 值 . 

定义 5 -6 设 函 数 z=f(x,y) 在 点 Po(xo,Yo) 的 某 邻 域内 有 定义 ,对 于 该 邻 域内 蜡 于 
Po(xo ,yo ) 的 一 切 点 P(x,y) , 若 不 等 式 f(x,y) <f(xo ,Yo) 都 成 立 , 则 称 函数 z=f(%x,7) 在 点 
Po(xo ,Yo) 处 有 极 大 值 f(xo ,yo) ; 若 不 等 式 凡 zx,y) >f(xo ,Yo) 成 立 , 则 称 该 二 元 函数 z=f(%， 
7) 在 点 Po(xo ,Yo) 处 有 极 小 值 f(xo ,yo). 

极 大 值 与 极 小 值 统称 为 极 值 . 使 函数 z=f(x,y) 取得 极 值 的 点 Po(xo ,yo ) 称 为 极 值 点 . 

例如 ,函数 z= Vx? +y 在 点 M(0,0) 处 有 极 小 值 0, 因 为 在 点 M(0,0) 处 ,函数 z= 
Vx + 的 值 为 零 , 而 在 其 他 点 处 ,函数 z = Vx* +Y 的 值 均 大 于 零 ; 函数 f(x,y) = 
V1 x? -在 点 M(0,0) 处 有 极 大 值 1, 因 为 在 点 M(0,0) 附 近 的 任意 点 P(x,y) 处 都 有 
flx,y) = Vl-x -<1=f(0,0). 

二 二 元 函数 的 极 值 定理 


一 元 函数 的 可 能 极 值 点 是 一 阶 导数 不 存在 的 点 或 驻 点 . 二 元 函数 的 极 值 也 有 类 似 的 结论 . 
定理 5 -4( 必要 条 件 ) 车 函 数 z=f(x,y) 在 点 Pu(xo,yo) 处 有 极 值 ,并 且 两 个 偏 导 数 


都 存在 , 则 有 
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J (yg) os 
y (Xo ,Yo) =0. 
f(x,y) =0， 
这 里 ,满足 (x.y) 20 的 点 Po(%os30) 称 为 函数 z=/(*,y) 的 驻 点 . 与 一 元 函数 相关 


似 , 驻 点 不 一 定 是 极 值 点 . 

例如 ,点 M(0,0) 是 二 元 函数 z=xy 的 驻 点 ,但 是 二 元 函数 z=xy 在 该 点 并 不 取得 极 值 . 

定理 5 -5( 充分 条 件 ) ” 设 函 数 z=f(x,y) 在 点 Po(xo,yo ) 的 某 邻 域内 连续 并 且 具 有 二 
阶 连续 的 偏 导 数 ,Po(xo ,Yo) 是 其 驻 点 . 令 fi(xo,yo) =4Ja(xo,Yo) = 了 BJCxo,yo) =C, 则 也 
数 扩 x,y) 在 点 Po(xo ,yo) 处 是 否 取得 极 值 的 判定 如 下 : 

(1) 当 4C -=- 屯 >0 时 有 极 值 ,并 且 当 4 <0 时 有 极 大 值 , 当 4 >0 时 有 极 小 值 ; 

(2) 当 4C -有 <0 时 无 极 值 ; 

(3) 当 4C -及 =0 时 可 能 有 极 值 ,也 可 能 无 极 值 , 需 另 作 讨论 . 

利用 定理 5 -4 和 定理 5 -5 ,可 将 具有 二 阶 连续 偏 导数 的 二 元 函数 z= 拟 x,y) 的 极 值 求 
解 步 双 归纳 如 下 : 

(xy) =0，、 

1) 解 方程 组 -0 求 出 所 有 的 驻 点 四 二 

2) 对 每 一 个 驻 点 P;(%;,y;) , 求 出 其 二 阶 偏 导数 4、.B、C 的 值 ; 

3) 根 据 4C - B? 的 符号 ,确定 该 驻 点 (% ,yi ) 是 否 为 极 值 点 ,并 由 4 的 符号 判定 f(xi,y;) 
是 极 大 值 还 是 极 小 值 . 

例 5-29 求 二 元 函数 Kx,y) =x? -y+3x? +3y -9x 的 极 值 . 

解 ” 先 解 方 程 组 

f'(x,y) =3x +6x -9 =0， 
| = -3y +6y=0, 

求 得 驻 点 分 别 为 Pi(1,0),P,(1,2),P3( -3,0) ,Ps( -3,2). 

二 阶 偏 导数 分 别 为 

fax,y) =6x +6, fo(%,y) =0, f(x,y) = -6y +6. 

在 点 Pi1(1,0) 处 ,由 于 4C-B? =12 x6 >0, 并 且 4=12 >0, 因 此 该 二 元 函数 在 点 Pi(1， 
0) 处 有 极 小 值 f(1,0) = -5; 

在 点 P,(1,2) 处 ,由 于 4C -B=12x(-6) <0, 因 此 该 二 元 函数 在 点 P,(1,2) 处 无 极 
值 ; 

在 点 P3( -3,0) 处 ,由 于 4C-B =--12x6<0, 因 此 该 二 元 函数 在 点 P3( -3,0) 处 无 
极 值 ; 

在 点 P,( -3,2) 处 ,由 于 4C-B = -12x(-6)>0, 并 且 4= -12 <0, 因 此 该 二 元 函 
数 在 点 Pi ( -3,2) 处 有 极 大 值 f( -3,2) =31. 

和 一 元 函数 可 能 的 极 值 点 情况 类 似 ,二 元 函数 的 一 阶 偏 导数 不 存在 的 点 也 可 能 是 极 值 
点 . 

例如 ,函数 z= Vx? + 好 在 点 (0,0) 处 的 一 阶 偏 导数 不 存在 ,但 是 函数 在 该 点 处 却 有 极 小 


值 0. 
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与 一 元 函数 相 类 似 ,我 们 可 以 利用 函数 的 极 值 来 求 函 数 的 最 值 . 对 于 闭 区 域 D 上 连续 
的 函数 z = 岂 x,7) ,一 定 有 最 大 值 和 最 小 值 . 使 函数 z =f(x,y) 取 得 最 大 值 或 最 小 值 的 点 既 可 
能 在 区 域 D 的 内 部 ,也 可 能 是 在 区 域 D 的 边界 上 . 若 使 函数 z= 九 x,y) 取 得 最 大 值 或 最 小 值 
的 点 在 区 域 D 的 内 部 取得 , 则 该 点 一 定 是 函数 z=f(x,yY) 的 极 值 点 ; 阁 使 函数 z=f(x,y) 取 
得 最 大 值 或 最 小 值 的 点 是 在 区 域 D 的 边界 上 , 则 该 点 一 定 是 函数 z=f(x,y) 在 边界 上 的 最 
大 值 或 最 小 值 . 因此 ,在 求 函 数 z=f(x,y) 的 最 值 时 ,只 需 将 区 域 D 内 部 可 能 的 极 值 点 所 对 
应 的 函数 值 与 区 域 D 边界 上 的 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 进行 比较 即 可 ,其 中 最 大 者 就 是 闭 区 
域 D 上 连续 的 二 元 函数 z=f(x,y) 的 最 大 值 ,最 小 者 就 是 闭 区 域 D 上 连续 的 二 元 函数 z= 
fx,7) 的 最 小 值 . 

而 对 于 实际 问题 中 的 最 值 问题 , 若 根 据 问 题 的 属性 能 够 判断 其 函数 的 最 大 值 或 最 小 值 
在 区 域 的 内 部 取得 , 且 函 数 在 该 区 域内 部 只 有 一 个 驻 点 , 则 该 驻 点 处 的 函数 值 就 是 函数 在 该 
区 域内 的 最 大 值 或 最 小 值 . 因此 ,求实 际 问题 中 的 最 大 值 或 最 小 值 的 步 又 如 下 : 

1) 根 据 实际 的 问题 建立 函数 关系 ,并 且 确 定 其 函数 的 定义 域 ; 

2) 求 出 唯一 的 驻 点 ; 

3 ) 结 合 实际 问题 的 属性 求 出 其 最 大 值 或 最 小 值 . 

例 5 -30 某 厂 需 用 铁 板 做 成 一 个 体积 为 2 m 的 有 盖 长 方 体 水 箱 , 问 : 当 长 、 宽 、 高 分 
别 取 多 少时 ,才能 使 所 用 的 材料 最 省 ? 

解 ” 设 水 箱 的 长 、 宽 、 高 分 别 为 x、y、z, 表 面积 为 5, 则 

S=2(xy +yz+Xz). 








由 于 yz =2, 即 z= 之 ,因此 
2 
2 2 
5S=2(wy+ 守 +) 


显然 表面 积 5 是 一 个 二 元 函数 ,其 定义 域 为 D={(x,y) |x >0,y >0}. 
解 方 程 组 


得 驻 点 为 (2 ,7). 根据 题 意 可 知 ,水 箱 所 用 材料 的 最 小 值 一 定 存 在 ,并 且 在 区 域 D 的 内 部 
取得 . 又 因为 函数 $=2(* + + 在 区 域 的 内 部 只 有 唯一 的 驻 点 ( 泊 , 关 ) ,因此 可 以 判 
定 当 x= 忽 y= 汽 时 ,其 表面 积 $ 为 最 小 值 ,此 时 的 高 z = 总 =35. 即 体积 一 定 的 长 方 体 中 ， 
正方 体 的 表面 积 最 小 , 即 , 当 长 , 宽 、 高 均 为 5 m 时 ,所 用 的 材料 最 省 . 

三 、 条 件 极 什 


上 面 给 出 的 求 二 元 函数 f(x,y) 极 值 的 方法 中 , 自 变量 x、y 是 相互 独立 的 , 即 自 变量 除了 
定义 域 的 限制 外 ,不 受 其 他 条 件 的 约束 ,这 类 极 值 称 为 无 条 件 极 值 . 反之 ,车 求 极 值 时 , 自 变 
量 还 有 附加 的 约束 条 件 g(x,y) =0, 则 这 类 极 值 称 为 条 件 极 值 . 
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例如 上 面 的 例 5 - 30 , 若 将 表面 积 $ 看 成 是 xy、\z 的 三 元 函数 , 则 自 变 量 有 约束 条 件 V = 
xyz, 这 是 条 件 极 值 ,通过 约束 条 件 消去 z, 此 时 5 变 成 xy 的 二 元 函数 ,而 x、y 是 相互 独立 的 ， 
这 是 无 条 件 极 值 . 

但 不 是 所 有 问题 都 像 例 5 -30 那样 ,条 件 极 值 轻易 地 就 转化 成 了 无 条 件 极 值 . 在 很 多 情 
况 下 ,从 一 个 方程 (或 方程 组 ) 中 解 出 一 个 (或 多 个 ) 变量 往 往 比 较 困难 ,甚至 是 不 可 能 的 ,这 
就 需要 我 们 寻找 其 他 方法 求解 条 件 极 值 问题 , 下 面 介 绍 的 拉 格 朗 日 乘 数 法 就 是 一 种 被 广泛 
应 用 的 方法 . 

拉 格 朗 日 乘 数 法 求 函数 z=f(x,y) 在 附加 条 件 g(x,y) =0 下 的 可 能 的 极 值 点 ,可 以 
通过 如 下 步骤 : 

1) 作 拉 格 朗 日 函数 

L(x,y) =f(x,y) +Ag(x,y), 
其 中 入 为 常数 , 称 为 拉 格 庆 日 常数 ; 
2) 求 函数 L(x,y) 对 x\y 的 偏 导数 ,并 令 其 为 零 , 再 与 g(x,y) =0 联 立 , 得 
Ls =fr (x,y) +Agx (X,Y) =0， 
Ly =fy (x,y) +Agy (x,y) =0， 
8(%,y) =0. 
由 方程 组 解 出 x、y、 和 ,得 到 函数 作 x,y) 在 条 件 g(x,y) =0 下 的 可 能 的 极 值 点 . 

至 于 如 何 确定 所 求 得 的 点 是 否 为 极 值 点 , 则 只 能 由 实际 问题 本 身 的 性 质 来 判定 . 

例 5 -31 求 表面 积 为 oa? ,而 体积 为 最 大 的 长 方 体 的 体积 . 

解 ” 设 长 方 体 的 楼 分 别 为 x,y,z, 则 问题 就 是 在 约束 条 件 

g(x,y,2) =2xy +2yz +2xz -ao =0 
下 , 求 函数 
V=xyz (%>0,y>0,z>0) 
的 最 大 值 . 作 拉 格 朗 日 函数 
L(x,y,2) =xyz + A(2xy +2yz +2xz — a2). 
对 L(x,y,z) 求 x,y,z 的 偏 导 数 , 并 使 之 为 零 ,再 与 g(x,y,z) =0 联 立 ,得 
yz+2A(y+z) =0， 
xz+2A(x+z) =0， 
xy +2A(y+x) =0， 
2xy +2yz +2xz -a? =0. 
因 x,y,z 都 不 为 零 , 由 方程 组 的 前 三 式 得 


二 
y y+z 2z 和 十 2 


解 之 得 
%=7Y=2z. 
代入 方程 组 的 第 四 式 得 
X=y=z= Au 


根据 问题 本 身 的 性 质 ,可 以 肯定 ,最 大 的 体积 为 
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例 5 -32 设 有 一 圆 板 占有 平面 区 域 | (x,y) lx? +y <1| ,该 圆 板 被 加 热 ,已 知 在 点 (x， 
7) 的 温度 T(x,y) = 和 +2y -x%, 求 该 圆 板 的 最 热点 与 最 冷 点 . 
分 析 这 是 一 个 条 件 极 值 与 无 条 件 极 值 综合 的 问题 ,最 热 或 最 冷 点 可 能 在 圆 板 的 边界 ， 
这 时 x,y 的 约束 条 件 为 <?* +y2 =1, 是 条 件 极 值 ;最 热 或 最 冷 点 也 可 能 在 圆 板 的 内 部 ,这 时 x 
+ <1, 这 只 是 对 x,y 定义 域 的 限制 ,x,y 之 间 并 无 约束 . 
解 求 函 数 T(x,y) = +2y -x 在 D={(x,y)1x? +y 志 1| 内 的 最 大 、 最 小 值 . 
首先 ,在 区 域 D 的 内 部 和 (x,y) 1x? +y <1| , 求 7(x,y) 的 无 条 件 极 值 , 则 由 
7T,=2x -1=0, 7T,=4y=0 
得 可 疑 极 值 点 ( 廊 ,0)( 该 点 在 区 域 D 的 内 部 ); 
在 区 域 D 的 边界 | (x,y) x? +y =1} 上 , 求 7(%,y) 的 条 件 极 值 , 则 
L(x,y) = +27 -x +A(x: +y -1). 
上 式 对 x.y 求 导 并 约束 条 件 x** +y =1 得 
L, =2x —1 +2Ax=0, 
L,=4y +2Ay 三 人 5 
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解 上 面 方程 组 得 可 疑 极 值 点 为 ( +1,0) ,| -十 , + 宇 ]; 
最 后 比较 各 可 疑 极 值 点 的 函数 值 : 
z( 记 ,0] -证 ， T( -1.0) =2, 7(1,0) =0, 7| - 池 ， :9 | = 于 


问题 本 身 最 热 . 最 冷 的 点 肯定 存在 ,因此 贺 板 的 最 准点 是 ( ,0) ,最 热点 是 | 上， : 史 ) 


5.5 二 重 积分 的 概念 和 性 质 


如 果 将 一 元 函数 定 积 分 的 思想 方法 推 
广 到 多 元 函数 , 便 得 到 多 元 函数 的 积分 . 本 
章 以 二 元 函数 为 例 介 绍 多 元 函数 的 积分 . 

引 例 ( 曲 顶 柱 体 的 体积 ) 

设 有 一 个 立体 , 它 的 底 是 x0y 坐标 平面 
上 的 有 界 闭 区 域 D, 它 的 侧面 是 以 D 的 边界 
曲线 为 准 线 而 母线 平行 于 坐标 轴 0z 的 柱 
面 , 它 的 顶 是 曲面 z=f(x,y) ,这 里 岂 x,yY) 
0, 并 且 在 D 上 连续 (如 图 5 -14). 这 种 立体 
称 为 曲 顶 柱 体 . 

下 面 我 们 来 求 这 个 曲 顶 柱 体 的 体积 

平 顶 柱 体 的 体积 可 以 用 底面 积 乘 以 高 
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来 计算 . 但 曲 顶 质 柱 体 的 高 作 x,y) 是 不 断 变化 着 的 ,我 们 可 以 借鉴 一 元 函数 的 定 积分 中 求 曲 
边 梯形 面积 的 思想 来 帮助 解决 曲 顶 柱 体 的 体积 计算 问题 . 

1) 把 区 域 D 分 割 成 n 个 小 闭 区 域 ri ,cz ，…cn ,它们 所 对 应 的 直径 分 别 为 di ,d,…,d, ,各 
小 闭 区 域 的 面积 分 别 为 Aci ,Ao,,… ,Ao ,于 是 曲 顶 柱 体 就 被 分 割 成 了 个 小 曲 顶 柱 体 ; 

2) 由 于 f(x,y) 连 续 ,在 每 一 个 小 闭 区 域 o;(i=1,2,…,n) 上 高 Ax,y) 变化 很 小 , 故 任 取 
一 个 点 Pi( 纪 ,7;) e oi, 以 该 点 所 对 应 的 函数 值 f(é&;,m;) 来 近似 地 代 蔡 小 曲 顶 柱 体 的 高 , 则 
每 一 个 小 曲 顶 柱 体 体积 的 近似 值 为 f(é;,m;) Aoi;(i=1,2,…,n); 

3) 对 这 nn 个 小 曲 顶 柱 体 的 体积 求 和 ,得 到 整个 曲 顶 柱 体 体积 V 的 近似 值 为 


之 人 各 mi)Aoii 
4) 当 分 割 无 限 地 细密 时 ,小 闭 区 域 的 数量 就 越 来 越 多 ,小 闭 区 域 0; 的 面积 Ac, 也 
就 越 来 越 小 ; 当 这 个 小 闭 区 域 中 最 大 的 直径 d = max | di ,d，，,…,d, | 趋向 于 零 时 ,上 述 和 
式 太志 由) Ac 的 极限 就 是 该 曲 顶 柱 体 的 体积 V, 即 
Ll 


V=lim >, /én) Aor 


这 样 , 求 曲 顶 质 柱 体 的 体积 间 题 就 归结 为 求 上 述 和 式 的 极限 事实 上 ,实际 应 用 中 的 许多 
量 反映 在 图 象 上 与 上 述 问题 类 似 . 例如 , 非 均 匀 分 布 的 平面 薄片 的 质量 ,在 图 形 上 反映 为 以 
薄片 为 底 , 以 密度 函数 p(x,y) (p(*,y) >0) 为 顶 的 曲 顶 柱 体 的 体积 . 


一 、 二 重 积分 的 概念 


1. 二 重 积分 的 定义 

定义 5 -7 设 函 数 z=f(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 有 定义 ,将 D 任意 分 割 成 个 小 闭 区 
域 cl ,os,… ,0 ,它们 所 对 应 的 直径 分 别 为 di ,ds，,…,d, ,各 小 闭 区 域 的 面积 分 别 为 Ac ， 
Ao,,…,Ao. 在 每 一 个 小 闭 区 域 c(i=1,2,…,n) 上 任 取 一 个 点 Pi(%;,y;) e oi, 当 小 闭 区 


域 中 的 最 大 直径 40 时 ,车 极限 lim 允 xi,y;) Ac; 存在 , 则 称 此 极限 什 为 函数 z =/(%,7) 
R= 
在 D 上 的 二 重 积分 , 记 作 emae 


Jim bm DAs) A 
其 中 六 称 为 积分 区 域 ,sy) 称 为 被 积 画 数 ,zsy)de 称 为 被 积 表达 式 , 两 个 自 变 量 xy 称 


为 积分 变量 ,do 称 为 面积 元 素 ， BA) ho 称 为 积分 和 . 


在 二 重 积分 的 定义 中 ， 对 有 界 闭 区 域 D 的 划分 是 任意 的 ,为 了 使 问题 的 解决 得 以 简化 ， 
在 直角 坐标 系 x0y 中 ,我 们 可 以 用 平行 于 坐标 轴 的 直线 网 来 分 割 忆 ,因此 ,除了 包含 边界 点 
的 一 些小 闭 区 域 ( 求 极限 时 ,这 些小 闭 区 域 可 以 忽略 不 计 ) 外 ,其 余 的 小 闭 区 域 都 是 矩形 闭 
区 域 ,在 * 与 +Ax 和 7Yy 与 y+Ay 之 间 的 闭 区 域 面积 为 Ac =AxAy( 如 图 5 -15) ,为 了 方便 


起 见 ,我 们 将 do 写成 dxdy. 于 是 二 重 积分 也 可 以 记 为 【f(x,y) dxady. 
D 
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与 一 元 函数 定 积 分 的 存在 性 一 样 ,在 有 界 闭 区 域 上 
连续 的 二 元 函数 的 二 重 积分 一 定 存在 . 

根据 二 重 积分 的 定义 可 知 , 曲 顶 柱 体 的 体积 和 平面 非 
均匀 薄片 的 质量 分 别 可 以 表示 为 二 重 积分 的 形式 如 下 


V= f(x,7) a0; M = pel,7) ao. 
D D 
2. 二 重 积分 的 几何 意义 
若 被 积 函 数 /(x,y) >0, 二 重 积分 /f(x,y) dc 在 数 ee 
D 
量 上 表示 以 有 界 闭 区 域 D 为 底 ,以 函数 z=A(x,y) 为 曲 项 面 的 曲 顶 柱 体 的 体积 ; 

车 被 积 函 数 f(x,y) <0, 则 该 曲 顶 柱 体 分 布 在 空间 直角 坐标 系 中 xOy 平面 下 方 (z 轴 负 
方向 ) ,由 二 重 积分 的 定义 可 知 ,和 式 中 的 各 项 在 数量 上 等 于 小 柱 体 体积 的 负 值 , 故 该 二 重 
积分 在 数量 上 等 于 曲 顶 柱 体 体积 的 负 值 . 

若 被 积 函 数 /(x,y) 在 D 的 若干 部 分 区 域 上 是 正 的 ,而 在 D 的 其 他 部 分 区 域 上 是 负 的 ， 
则 被 积 函 数 /(x,y) 在 D 上 的 二 重 积 分 就 等 于 x0y 坐标 平面 上 方 部 分 的 曲 顶 柱 体 体积 与 下 
方 部 分 的 曲 项 柱 体 体积 的 差 . 

二 、 二 重 积分 的 性 质 


由 二 重 积分 的 定义 可 知 , 它 与 定 积分 有 如 下 类 似 的 性 质 ( 下 面 给 出 的 性 质 中 ,假设 所 给 
出 的 函数 都 可 积 ). 
性 质 1 被 积 函 数 中 的 常数 因子 可 以 提 到 二 重 积 分 的 记号 外 面 , 即 


x,y)ao =k Ax,y) ado (4k 为 常数 ). 
D D 
性 质 2 两 个 函数 的 和 (或 差 ) 的 二 重 积分 等 于 各 个 函数 的 二 重 积分 的 和 ( 或 差 ) , 即 
[fxsy) *g(sy)]dac= | f(x,7)a0 + | a(x,7) do: 
D D D 
性 质 3 若 有 界 闭 区 域 D 被 分 割 为 有 限 个 小 闭 区 域 , 则 在 D 上 的 二 重 积分 等 于 各 小 闭 
区 域 上 的 二 重 积分 的 和 | 
例如 ,有 界 闭 区域 D 被 分 割 为 两 个 小 闭 区 域 Di 、D, , 则 


[#3990 = fxs) do + {f(s7) ado. 
D Di D2 


该 性 质 表示 二 重 积 分 对 于 积分 区 域 具 有 可 加 性 . 
性 质 4 若 在 有 界 闭 区 域 忆 上 函数 所 xz,y) =1,o 为 D 的 面积 , 则 


5 站 
D D 
该 性 质 的 几何 意义 是 指 :高 为 1 的 平 顶 柱 体 的 体积 在 数值 上 就 等 于 其 底面 积 . 
性 质 5 若 在 有 界 闭 区 域 D 上 f(x,y) <g(x,y) , 则 有 


人 As,mDacs g(x,7)ao. 
D D 
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特别 地 ,有 
pao < Wr) lao. 
D D 
性 质 6 设 MMm 分 别 是 函数 A(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ,o 为 D 的 面 
积 ,由 
mo [f(x,7) do < Mo. 
D 
证 由 mf(x,y) 志 M 和 性 质 5 可 知 
mdo < | f(x,y)do | Mdo.. 
(人 
又 由 性 质 1 和 性 质 4 可 知 
人 mac =mc， [mao = Mo.. 
D D 
即 得 所 证 . 


性 质 7( 二 重 积分 的 中 值 定理 ) 设 函 数 放 (x,y) 在 有 界 闭 区域 D 上 连续 ,o 为 D 的 面 
积 , 则 在 D 上 至 少 存 在 一 点 (&,m) ,使 得 下 式 成 立 : 


[f(s,9) 40 =f(é€,7)0. 
D 


二 重 积 分 中 值 定理 的 几何 意义 是 :对 于 任意 一 个 曲 顶 柱 体 ,必定 存在 一 个 与 它 体积 相等 
的 平 顶 柱 体 ,该 平 顶 柱 体 以 曲 顶 柱 体 的 底 为 底 , 底 面 上 某 点 处 的 高 为 高 . 


5.6 二 重 积分 的 计算 


通过 对 二 重 积分 概念 的 建立 ,我 们 将 一 些 函 数 作 非 均匀 变化 时 所 对 应 的 量 归结 为 二 重 
积分 问题 . 但 是 , 若 仅仅 依赖 于 二 重 积分 的 定义 或 几何 意义 来 计算 二 重 积分 ,并 不 是 一 种 切 
实 可 行 的 办 法 . 事实 上 ,可 以 借助 一 元 函数 的 定 积分 来 解决 二 重 积分 的 计算 问题 . 为 了 便于 


问题 的 直观 分 析 , 仅 考察 /(*,y) >0 时 ,二 重 积分 | Kx,y) do 的 计算 
D 


一 、 在 直角 坐标 系 下 二 重 积分 的 计算 


设 曲 顶 柱 体 的 底 是 有 界 闭 区 域 0, 其 中 D 是 由 直线 * =a,x =b 和 曲线 y=@i1(x),y = 
gp2(*) 所 围 成 (如 图 5 -16), 即 D:a<x<6,p1(x) <y<gs(%x) ; 曲 顶 柱 体 的 曲 顶 面 所 对 应 的 
方程 为 z=f(%,y). 
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我 们 可 以 采用 定 积分 中 的 微 元 法 来 计算 该 曲 顶 柱 体 的 体积 (如 图 5 -17). 
(1) 先 计算 截面 面积 z(x,y) 
在 闭 区 间 [a,8] 上 点 xo 处 用 垂直 于 坐标 轴 Ox 的 
平面 x =xo 去 截 该 曲 顶 柱 体 ,可 以 得 到 一 个 截面 ,该 截 
面 是 一 个 以 闭 区 间 [ gp1 (xo) ,pz(xo) ] 为 底 , 曲 线 z = 
f(xo,7) 为 曲 边 的 曲 边 梯形 (如 图 5 -17 的 阴影 部 


分 ) , 故 该 截面 的 面积 为 4(zo) = ”f(z0,7) dy 于 \ 





是 对 于 闭 区 间 [a,5] 上 的 任意 点 x 处 的 截面 面积 为 








2(%) 
A(z)= | fs,y) dy. 0 
gp1(x) 
(2) 计 算 体 积 元 图 5-17 
对 于 闭 区 间 [a,b] 上 的 任意 点 x, 考察 [x,x + dx] 上 的 体积 元 素 ( 体 积 的 近似 值 ) ,得 
dV =A(x)dx. 
(3) 求 体积 (体积 元 的 积分 ) 


V= fav = [AC#) ds = [feo 


此 积分 的 顺序 是 , 先 求 定 积分 “7x,y)dy ,得 到 一 个 关于 的 函数 ,再 将 该 本 数 在 


区 间 [a,5] 上 对 x 求 定 积分 . 即将 问题 转化 为 求 两 次 定 积分 , 故 也 称 为 二 次 积分 或 累 次 积 
分 . 

由 二 重 积 分 的 定义 , 曲 顶 柱 体 的 体积 V 可 以 表示 为 底部 区 域 上 曲 顶 所 代表 的 函数 的 二 
次 积分 , 即 


记过 [f(x,9)a0 = ff Rea], 
也 PINAX 
或 
repac = far fs) ay 
D Bly 


由 此 可 见 , 二 重 积分 可 以 转化 为 累 次 积分 . 事实 上 ,以 上 讨论 的 二 重 积 分 的 计算 方法 对 
于 所 zx,y) <0 时 同样 成 立 . 


这 里 ,我 们 所 分 析 的 曲 顶 柱 体 的 积分 区 域 中 , 自 变量 
x 在 常量 之 间 变 化 ,而 自 变量 y 在 变量 之 间 变 化 ,我 们 所 
采取 的 措施 是 先 对 人 后 对 * 求 二 次 积分 ;如 图 5 -17 所 
示 , 若 自 变量 y 在 常量 c 和 4 之 间 变 化 ,而 另 一 个 自 变 量 x 
在 变量 yi(y) 和 w,(y) 之 间 变 化 时 , 则 积分 区 域 D:yi (7y) 
<x<y,(yY) ,cy<d, 如 图 5 -18, 有 


[epee = AD) = wh fey) 四 
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因此 ,将 二 重 积分 转化 为 二 次 积分 有 两 种 形式 ,而 具体 选择 哪 一 种 形式 的 二 次 积分 , 关 
键 是 要 考虑 积分 区 域 和 被 积 函数 的 特点 . 


例 5 -33 计算 二 重 积分 xydo ,其 中 积分 区 域 D 是 由 直线 y=1,x =2,y =x 所 围 成 
D 


解 ” 由 于 积分 区 域 为 (如 图 5 -19)D:1<x<2,1<y<x, 因 此 可 先 对 y、 后 对 x 求 二 次 积 
分 , 即 
2 2 x 
ais | [fxray]as 三 | [z ， 5] 
4 2212 
-到 du = [等 - 务 ] = 可 


X=y 














图 5-19 图 5 -20 
也 可 以 考虑 为 D:1<y<2,y<x<2( 如 图 5 -20) , 先 对 x, 后 对 y 求 二 次 积分 , 即 


Nan 二 [Uf waey 三 「[ ZT] u 
i 


例 5-34 计算 二 重 积分 |xydo ,其 中 积分 区 域 D 
D 


1 


是 由 抛物 线 y =x 及 直线 y =x -2 所 围 成 . 

解 ” 积 分 区 域 如 图 5 -21 所 示 , 若 先 对 x、 后 对 y 求 
二 次 积分 , 则 积分 区 域 为 D: -1<y<2,y <x<y+2, 于 
是 


y+2 


frie 三 凡 [ 记 ea]w = 中 民有 dy 


[ty G7 +2)? -dy 





lt 

-| 六 

1 4 4 612 x 45 

| 

若 先 对 y. 后 对 4 求 二 次 积分 , 则 当 0<x<4 时 ,pi(x) <y<gs(x) ,其 中 
遇 运 -| Wo 


x-2, 1 <x<4, 
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则 必须 将 区 域 D 分割 为 D! 和 D, 两 部 分 ,如 图 5 -22 所 示 ， | 
其 中 





Di={(x,y)1 -V/s<y<Vx,0<x<1| 
D;, = |{ (x,y) lx -2<y<Vx,1l <x<4). 
根据 二 重 积分 的 性 质 3, 有 


由 xydo = oac 十 ac 
D 


Di D2 
lL x 5 45 
= 所 三 wa] 十 f [fay] = 加 
例 5 -35 设 积分 区 域 是 由 直线 y= 与 曲线 y=*? 所 
围 成 ,将 二 重 积分 | Kx,y) do 表示 为 两 种 不 同 次 序 的 二 次 积分 . 
D 





解 ” 积 分 区 域 如 图 5 -23 所 示 . 若 先 对 y 求 积 分 则 积分 区 域 可 表示 为 
0<x<1, x <y<x. 


二 次 积分 可 表示 为 
odin = fa [fxdy. 


车 先 对 % 求 积分 , 则 积分 区 域 可 表示 为 0<y<1,y<x<VyY, 如 图 5 -24 所 示 , 二 次 积分 
可 表示 为 


[sao = Pay] Arsy) es 
D y 


bd 








“<Y 





图 5 -23 图 5-24 


ja 
例 5 -36 计算 [ay| er 


分 析 ”如 果 直 接 先 对 x 求 积 分 , 则 被 积 函数 e” 的 原 函 数 不 易 求 出 ,在 这 种 情况 下 ,可 以 
考虑 先 对 y 求 积分 , 即 交换 积分 次 序 . 
解 ” 积 分 区 域 为 0 和 ys<1,y<x<1. 将 积分 区 域 改 写成 自 变量 的 另 一 种 条 件 关系 , 即 x 
在 常量 之 间 ,0<x<1, 此 时 ,0<y<x. 
交换 积分 次 序 并 求 出 该 区 域 上 的 二 次 积分 ,有 
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「 ar[ ed 三 | 三 fa eg = [2 


人 ~ 
= | ewdx = 有 


. 对 于 有 些 积分 区 域 而 言 ,在 直角 坐标 系 下 表示 比较 复杂 , 而 该 区 域 在 极 坐标 系 下 表示 却 
相对 简单 ,我 们 可 以 考察 极 坐标 系 下 的 二 重 积分 . 


[可 本 村 (e = 


J 


二 、 在 极 坐标 系 下 二 重 积分 的 计算 有 
将 直角 坐标 系 下 的 二 重 积分 | Kx,y) dxdy 转化 为 极 
D 


坐标 系 下 的 二 重 积分 ,需要 将 被 积 表达 式 代 换 成 极 坐标 系 

下 的 被 积 表达 式 . 关键 是 要 将 直角 坐标 系 下 的 面积 元 素 代 

换 成 极 坐标 系 下 的 面积 元 素 ( 图 5 -25 中 的 阴影 部 分 ) , 即 o Pp ptrdp 1 5 
dxdy = do =pdpdb0. 画 : 吉 , 王 


例 5-37 求人 (1+ 刀 + 吧 )da, 其 中 积分 区 域 了 为 单位 圆 在 第 一 象限 内 的 部 分 . 


D 
分 析 “如 果 被 积 函 数 直 接 对 * 或 直接 对 y 求 积分 ,都 不 易 直接 求 原 函数 ,因此 可 考虑 转 
化 为 极 坐标 系 下 的 积分 
解 、 根 据 直角 华 标 与 极 坐标 的 关系 {”_ 9 "以 及 一 重 积分 转化 为 二 次 积分 的 方法 ， 
此 问题 可 分 为 如 下 几 个 步 又 : 
(1) 将 直角 坐标 系 下 的 被 积 表达 式 转化 为 极 坐 标 系 下 的 被 积 表达 式 , 即 


hs (1+*2 + )do = hs (1 + p?)pdpdo; 
D D 
(2) 确 定 积分 变量 p、9 的 范围 ,有 


0<0<7， 0<ps1; 
(3) 将 极 坐 标 系 下 的 二 重 积分 转化 为 二 次 积分 
fh (1 +p?)pdpd0 = fae fn (1+p2)pdp ; 
D 
(4) 求 二 次 积分 得 
和 
| dg 人 (1 +p’° )pdp 
> f 
六 49 {In (1 +p7)d(1 +p?) 
= ne Fp lan (T= 和 守 2)] dg 
2 也 0 p p p 0 
= (2In2 — 1)7. 
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例 5 -38 计算 二 重 积分 】 Vw + ydxdy, 其 中 区 域 也 是 由 圆 :2 +)2 =2x 所 围 成 
解 在 极 坐标 系 下 ,积分 区 域 D( 如 图 5 -26) 可 以 表示 为 

-0 0<p<2c0s 0. 
于 是 


[ Vx + ydxdy = he “pdpd0 = fa0 Le a 
D 


Sl :ls ”do a 了 3 cos30d0 


例 5 -39 计算 二 重 积分 [ e-*?-7qdxdy, 其 中 D:x?2 + 六 <R?. 


D 
分 析 ”由 于 被 积 函数 的 积分 不 能 用 初等 函数 表示 ,因此 ,可 考虑 将 其 转化 为 极 坐标 系 下 
的 二 重 积分 . 


解 由 于 | 
件 为 


过 三 en 0， 


y=psi 


gE ays pdpd9, 根 据 图 5 -27 可 知 ,区 域 D| 在 极 坐标 系 下 的 条 


0<0<7,0<p<1, 
于 是 
可 
[ 6 dndy =4 | er’pdpd0 = 4 | “dg | epdp 
Di 0 0 


D 
= 4 a 六 em] dg = 2 三 的 全 于 ee)| i -到 ). 
0 


> y 


人 3 
已 


图 5-26 图 5-27 





特别 地 , 当 R_，+ om 时 ,积分 区 域 为 整个 x0y 平面 ,有 
+% +% x2—y? = 区 —x2—y2 iw _R2 三 
让 | __® dxdy Am | e dxdy Am Tl -e) = TT. 
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[Je ardy = ed] evay = (fod). 
于 是 有 
Te 


一 般 情况 下 ,如 果 积 分 区 域 与 贺 有 关系 ,或 被 积 函数 为 /(x? + 和 多 ) 的 形式 , 则 在 极 坐标 系 
下 计算 二 重 积 分 比较 方便 . 


习 题 5 
1. 求 点 Po(xo ,yo,z) 关 于 (1) 各 坐标 轴 ;(2) 各 坐标 面 ;(3) 坐 标 原点 的 对 称 点 的 坐标 . 
2. 一 动 点 到 坐标 原点 的 距离 等 于 到 点 (3,2, -5) 的 距离 的 三 倍 , 求 此 动 点 轨迹 的 方程 . 
3. 下 列 方程 各 表示 怎样 的 空间 曲面 ? 
(1)(x-a)*+y =@; (2)x* + 和 2 -2x=0; 
(3)x2 +22 =0; (4)z=2 -x?. 
4. 求 下 列 函 数 的 定义 域 ; 
(1)z= Wxy; (2)z=In ( -zx 一 y) +arcsin 7; 

4x 一 

(3)z =x%y 十 Mx 一 Vyi eh 


5. 设 1x+y, 六 ) = 邓 一 六, 求 有 x,y). 
6. 求 下 列 函数 的 极限 : 


(1)lim 过 一 筷 ; (2) i 
x—l 和 二 x 2% NX 十 和 
7 一 0 7 一 o 
i ea lm sd, 
“02— Vxy+4 区 
7 一 0 7 一 0 


7. 试验 证 极限 lim ?不 存在 . 
x*0X—Y 
7 一 :0 

8. 找 出 下 列 函数 的 间断 点 : 





: 1 
er 有. (2)z = sin 大 二 站 
9. 求 下 列 函 数 的 一 阶 偏 导数 : 
(1)z=xy +; (2)z=arctan 3 
(3)u=ln (x + +z); (4)z=sin (xy) +cos 2 
($)z = ecos E (6)z=(1+xy)7; 
(7T)u=ln (e*—~e ?+z); (8)u =x”. 
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10. 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 偏 导 数 : 
(1)z=sin (2x +47y) 在 点 (2 ) 


(2)Kx,y) =5x?y -3xy 在 点 (1,2) ; 
(3)FKx,y) = 入 在 点 ( -2,2). 
11. 求 下 列 函 数 的 二 阶 偏 导数 ， 


(1)z=x4 +y -4x2y; (2)z = arctan 3 
(3)z=ln (x + ); (4)z=x’. 
站 i 3 
12. 调 志 =67 4 ee 92 92z 及 92 
a yy ye 
13. 求 下 列 函 数 的 全 微分 : 
(1)z = 好 + 二 (2)z=e*; 
J 
(3)u=27 7; (4)z = 兰 荆 了 
水 


14. 求 函 数 z= 二 当 z =2,7 =1,Ax=0. 1,Ay = -0.2 时 的 全 增 量 和 全 微分 . 
15. 求 下 列 复 合 函数 的 偏 导数 或 导数 
(1)z=wIn 而 w= 
(2)z = arcsin (xx -7y) ,而 x=3t,y=45; 

(名 
0 az+1 


(4)z =arccot (xy) ,而 y =e. 
16. 求 下 列 函 数 的 一 阶 偏 导数 (其 中 /具有 一 阶 连续 偏 导数 ) : 


,而 y=asinx,z=cosxXi 


(1)u=f(%,%y, yz); (2)u = = we) 
17. 求 下 列 隐 函数 的 导数 : 
Se RS (2)1n (x? +yz) = 
dx 9y 
“sReEl ， ， In 和 求 虹 及 2 ， 
(3)x+y -z=e , 求 汪 (1.0) 9 (4) 攻 =] y ' 求 和 及 3y; 


2 
(5)x +2y +z=2 V55, 求 让 及 3 (6)e =yz, 求 9 


18. 若 w(x,y) =J2F(3x+27) , 且 下 为 可 微 函 数 , 求 3 吐 2y 他 


19. 已 知 方程 巡 + 和) + 克 = 坟 | 二 ] 确 定 了 函数 z=p(z,7) ,其 中 了 可 微 , 求 绊 及 此 


20. 设 函 数 z=z(x,y) 由 方程 PCz+ 了 ,+ 六) =0 确定 ,F 为 可 微 函数 , 试 证 明 : 


153 


医学 高 等 数学 





ee XYy. 

21. 求 下 列 函 数 的 极 值 : 

(1)f(x,y) =4(x—y) -x -ys; (2)f(x,7) = 和 + -3(P +7); 

(3)f(x,7) =e* (x +2y +7). 

22. 已 知 x 单位 的 某 种 注射 剂 ,在 注射 上 h 后 的 效应 可 按照 下 式 计 算 : 

y=f(x,t) =x:(a—x)te ‘(x >0,t>0), 
其 中 a 为 某 一 常数 , 试 确定 x 和 + 的 值 ,使 y 达到 最 大 值 . 

23. 某 制药 公司 生产 两 类 药品 ,根据 经 验 ， 欲 使 产量 分 别 增加 单位 和 单位 ， 需 分 别 
增加 yx 单位 和 Vy 单位 的 投资 ,这 时 销售 总 收入 将 增加 3x +4y 单位 . 现 用 a 单位 的 投资 生产 
这 两 类 药品 , 问 如 何 分配 投 资 ,才能 使 销售 总 收入 增 量 最 大 ? 

24. 有 两 种 药 A、B 联合 使 用 治疗 某 病 的 疗效 由 以 下 公式 评估 : 

. R=x*y (a -2x -7y), 
其 中 xy 分 别 为 药 4、B 的 剂量 ,a 为 常数 , 问 x、y 取 何 值 时 疗效 最 大 . 

25. 更 换 下 列 二 次 积分 的 积分 次 序 : 


Wh ene pa: EM 
G3) vf f(x,y) de + ff "fy) de 


26. 将 直角 坐标 系 下 的 二 次 积分 | dx 三 TA) ey 化 为 极 坐标 系 下 的 二 次 积 


27. 将 极 坐标 系 下 的 二 次 积分 | dg | f(reos 9,rsin 9)rdr 化 为 直角 坐标 系 下 的 二 次 积 


28. 计算 下 列 二 重 积分 : 
(1) xzyeos (xy)do, 其 中 D:0 二 * 到 了 <y<2; 
D 


(2) jjxydo, 其 中 D = {(x,y)1lx*+y1,x>0,y>0}; 
D 
(3) J (xy) do ,其 中 忆 为 顶点 分 别 为 (0,0) (5,0) (T,T) 的 三 角形 闭 区 域 ; 
(4) [ue ,其 中 D 是 由 直线 <=2,y =x 及 曲线 区 =1 轴 所 围 成 的 闭 区 域 ; 
5) [VP rao ,其 中 也 是 圆 环形 闭 区 域 | (z,y) a? <? + 这 < 如 |; 


(9 ， ,其 中 D=1(%,y) 1 + oxl. 
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在 自然 界 和 人 类 社会 中 存在 着 两 类 现象 :在 一 定 条 件 下 某 种 现象 必定 发 生 或 必定 不 会 
发 生 , 称 为 确定 性 现象 ;在 一 定 条 件 下 , 某 种 现象 可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 , 称 为 随机 现象 . 概 
率 论 是 认识 、 刻 画 、 分 析 各 种 随机 现象 的 人 门 课 . 随机 现象 ,或 者 说 不 确定 性 ,是 自然 界 和 现 
实生 活 中 普遍 存在 的 一 种 现象 . 无 论 是 股市 涨 跌 , 还 是 发 生 某 类 事故 ,但 凡 捉摸 不 定 、 需 要 用 
“运气 ”来 解释 的 事件 ,都 可 用 概率 模型 进行 定量 分 析 . 不 确定 性 既 给 人 们 许多 麻烦 ,同时 又 
常常 是 解决 问题 的 一 种 有 效 手段 甚至 唯一 手段 . 例如 ,“ 抓 阁 ” 就 是 运用 不 确定 性 来 进行 公 
平分 配 的 常用 办 法 . 


6.1 随机 事件 


定义 6-1 对 随机 现象 ,在 基本 相同 的 条 件 下 ,重复 进行 试验 或 观察 ,可 能 出 现 各 种 不 
同 的 结果 ;试验 共有 哪些 结果 事前 是 知道 的 ,但 每 次 试验 出 现 哪 一 种 结果 却 是 无 法 预见 的 ， 
这 种 试验 称 为 随机 试验 . 随机 试验 以 后 简称 为 试验 ,并 常 记 为 E. 

例如 ,Ei : 掷 一 般 子 ,观察 出 现 的 点 数 ;ZE2 :上 抛 硬币 两 次 ,观察 正 反 面 出 现 的 情况 ; 6 : 
观察 某 电话 交换 台 在 某 段 时 间 内 接 到 的 呼唤 次 数 , 这 些 都 是 典型 的 随机 试验 . 

定义 6-2 随机 试验 的 某 一 可 能 结果 称 为 随机 事件 ,简称 事件 . 随机 事件 通常 用 英文 
大 写字 母 4,B,C… 表 示 . 

例如 ,在 五 中 ,4 表示 " 掷 出 2 点 " ,3 表示 "“ 掷 出 偶数 点 均 为 随机 事件 . 

每 次 试验 必然 发 生 的 事情 称 为 必然 事件 , 记 为 2; 每 次 试验 都 不 可 能 发 生 的 事情 称 为 不 
可 能 事件 , 记 为 多. 

例如 ,在 Ei 中 ,“ 撕 出 不 大 于 6 点 ”的 事件 是 必然 事件 ,而 * 掷 出 大 于 6 点 ”的 事件 是 不 可 
能 事件 . 随机 事件 \ 必 然 事 件 和 不 可 能 事件 统称 为 事件 . 

投掷 一 颗 货 子 , 虽 无 法 预 仆 其 结果 如 何 , 但 总 不 外 乎 是 "出现 1 点 ”,…,“ 出 现 6 点 ”这 6 
个 基本 的 可 能 结果 之 一 . 随机 试验 中 直接 观察 到 的 最 基本 的 结果 称 为 基本 事件 . 

例如 ,在 互 中 ， 掷 出 1 点 "， 掷 出 2 点 ",……， 掷 出 6 点 " 均 为 此 试验 的 基本 事件 . 

由 基本 事件 构成 的 事件 称 为 复合 事件 ,例如 ,在 五 中 ”* 掷 出 偶数 点 " 便 是 复合 事件 . 

一 次 试验 中 , 某 事 件 4 可 能 发 生 ,也 可 能 不 发 生 , 发 生 的 可 能 性 有 大 有 小 . 这 一 可 能 性 
大 小 的 数量 指标 就 是 我 们 所 要 研究 的 事件 的 概率 ,概率 究竟 应 该 怎么 定义 呢 ? 让 我 们 先 从 
概率 的 统计 定义 说 起 . 


在 nn 次 重复 试验 中 , 设 事件 4 出 现 了 由 次 , 则 称 记 (4) = 为 事件 4 的 频率 . 频率 具有 


一 定 的 稳定 性 
例 6-1 抛掷 一 枚 硬币 ,可 能 出 现 正 面 , 也 可 能 出 现 反 面 . 记 4 = {出 现 正 面 } , 当 硬 币 
均匀 时 ,在 大 量 试验 中 出 现 正面 的 频率 应 接近 1/2. 历史 上 有 不 少 统计 学 家 作 过 试验 ,结果 
如 下 : 
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试验 者 抛 币 次 数 n 正面 出 现 次 数 mw f(A4) = 
德 摩尔 根 2048 1061 0. 5180 
浦 丰 4040 2048 0. 5069 
皮尔 逊 12000 6019 0. 5016 
皮尔 还 24000 12012 0. 5005 
维尼 30000 14994 0. 4998 


从 抛 币 试验 中 可 以 看 出 ,频率 一 般 与 试验 次 数 nn 有 关 , 并 且 在 n 固定 时 , 作 若 干 组 次 
试验 ,各 组 频率 一 般 也 不 相同 . 但 当 很 大 时 ,频率 却 呈 现 某 种 稳定 性 , 即 f,(4) 在 某 个 常 
数 附 近 摆 动 ; 且 当 无 限 增 大 时 ,一般 说 来 ,频率 会 趋向 "这 个 常数 . 这 种 规律 称 为 随机 现 
象 的 统计 规律 . 

定义 6-3 在 相同 条 件 下 ,将 试验 重复 次, 如果 随 着 的 增 大 ,事件 4 的 频率 f(A4) 
越 来 越 稳定 地 在 某 一 常数 p 附近 摆动 , 则 用 这 个 常数 bp 表示 事件 4 在 一 次 试验 中 发 生 的 可 
能 性 的 大 小 , 称 作 概率 , 记 为 P(4). 概率 的 这 种 定义 称 为 统计 定义 . 


6.2 古典 概 型 


定义 6-4 随机 试验 的 每 一 基本 结果 称 为 样本 点 , 常 记 作 w. 样本 点 的 全 体 称 为 样本 
空间 , 常 记 作 Q 在 毛 骨 子 试验 中 , 若 记 w; = “出现 ; 点 ” ,那么 Q = | ol ,ws,… ,we]. 

下 面 我 们 看 一 个 最 简单 的 随机 试验 模型 , 它 具 有 以 下 两 个 特征 : 

1) 样 本 空间 是 有 限 的 , 即 Q= { ol ,oz ，…own|} ,其 中 wi,i=1,2,…,n 是 基本 事件 ; 

2) 各 基本 事件 的 出 现 是 等 可 能 的 , 即 它们 发 生 的 概率 相同 . 

满足 上 述 两 个 条 件 的 试验 模型 称 为 古典 概 型 . 在 “等 可 能 性 ”概念 的 基础 上 ,很 自然 地 
引进 如 下 的 古典 概率 定义 . 

定义 6-5 在 古典 概 型 中 , 设 其 样本 空间 Q 所 含 的 样本 点 总 数 为 n, 而 事件 4 所 含 的 
样本 点 数 为 mu , 则 事件 4 的 概率 定义 为 


P(4) = 双 -事件 4 包含 基本 事件 个 数 
基本 事件 总 数 l 


例 6-2 将 一 枚 质地 均匀 的 硬币 一 抛 三 次 , 求 恰 有 一 次 正面 向 上 的 概率 . 
解 ” 用 瑟 表 示 正 面 ,7 表示 反面 , 则 该 试验 的 样本 空间 为 
Q={(H,H,A (HH,T) (H,T,H) (TH,H (H,T,T) (T,H,T) (T,T,H) (7,7,7)}. 
样本 点 总 数 n=8, 令 4=| 恰 有 一 次 出 现 正面 | , 则 4=|(H,7,7)(7,H,7) (7,7, 有 HD)}. 
由 此 可 知 4 所 包含 的 样本 点 个 数 n4 =3, 故 P(A4) = 全 = 地 


例 6 -3( 摸 球 问 题 ) 袋 中 有 5 个 白 球 ,3 个 黑 球 ,分 别 按 下 列 三 种 取 法 在 袋 中 取 球 . 
(1) 有 放 回 地 取 球 :从 袋 中 取 三 次 球 ,每 次 取 一 个 ,看 后 放 回 袋 中 ,再 取 下 一 个 球 ; 

(2) 无 放 回 地 取 球 :从 袋 中 取 三 次 球 ,每 次 取 一 个 ,看 后 不 再 放 回 袋 中 ,再 取 下 一 个 球 ; 
《3) 一 次 取 球 :从 袋 中 任 了 到 3 个 球 . 


在 以 上 三 种 取 法 中 均 求 4 = | 恰好 取得 2 个 白 球 | 的 概率 . 
156 


第 6 章 概率 论 初步 





解 (1) 有 放 回 地 取 球 
样本 点 总 数 
n=83 =512, m4 =C3 .5 x5 x3 =225. 
( 袋 中 8 个 球 ,不 论 什么 颜色 , 取 到 每 个 球 的 概率 相等 . 先 从 3 个 球 里 取 两 个 白 球 ,第 一 
次 取 白 球 有 5 种 情况 ,第 二 次 取 白 球 还 有 5 种 情况 ,第 三 次 取 黑 球 只 有 3 种 情况 ) 


P(A4) = =577=044 
(2) 无 放 回 地 取 球 
样本 点 总 数 
n=A3=8x7x6=336,n4 =C3. A? . A} =180. 
从 而 
P(A) = = =0 54 
(3) 一 次 取 球 
样本 点 总 数 
n=C3 =56, na = C3=30. 
从 而 
P(A) = =3=0.54 


概率 的 统计 定义 和 古典 概 型 的 概率 都 反映 了 部 分 客观 实际 . 后 者 克服 了 前 者 描述 性 
定义 的 缺点 ,便于 计算 ,但 仍 有 不 足 之 处 . 例如 古典 概 型 建立 在 “等 可 能 性 ”的 基础 上 ,但 
是 一 般 的 随机 试验 不 一 定 完全 具备 这 种 性 质 . 现代 的 概率 论 体系 则 是 直接 将 统计 概率 、 
古典 概率 等 的 性 质 抽象 化 ,把 其 中 最 基本 的 因素 作为 规定 (公理 ) ,其 他 性 质 则 可 由 它们 
导出 . 

定义 6-6( 概 率 的 公理 化 定义 ) ” 设 某 试验 的 样本 空间 为 2, 对 其 中 每 个 事件 4 定义 一 
个 实数 P(4) ,如 果 它 满足 下 列 三 条 公理 : 

(1)P(4) =0( 非 负 性 )， 

(2)P(Q) =1( 规 范 性 ) ， 


(3) 著 和 4,42，,…,4,… 两 两 互 不 相 容 , 则 P( 六 4,) = 于 P(4,)( 可 列 可 加 性 ) ， 
n=1 n=1. 
则 称 P(4) 为 4 的 概率 ， 
6.3 ”概率 的 基本 性 质 


如 果 把 样本 空间 看 成 讨论 问题 的 全 集 ,样本 点 是 全 集中 的 元 素 ,那么 事件 可 以 定义 为 样 
本 空间 中 的 某 种 子 集 ,或 者 说 是 样本 点 的 某 种 集合 . 把 事件 看 做 样本 点 的 集合 ,这 种 观点 使 
我 们 能 用 集合 论 的 方法 来 研究 事件 ,特别 是 可 用 集合 之 间 的 关系 和 运算 来 研究 事件 之 间 的 
关系 和 运算 . 

157 


医学 高 等 数学 





一 \ 事 件 的 关系 和 运算 


如 果 一 次 试验 中 某 样本 点 w 出 现 ,而 we 4, 则 称 事件 4 发生. 样本 空间 2 自然 也 可 看 
做 一 个 事件 . 因为 在 每 次 试验 中 必然 出 现 2 中 的 一 个 样本 点 ,也 即 2 必然 发 生 , 所 以 2 就 
是 必然 事件 . 类 似 地 ,把 空 集 儿 作为 一 个 事件 , 它 在 每 次 试验 中 必定 不 发 生 , 所 以 g 就 是 不 
可 能 事件 . 这 样 一 来 ,我 们 找到 了 集合 与 随机 事件 的 一 一 对 应 关系 ,下 面 只 需要 将 集合 论 中 
的 概念 赋予 新 的 概率 含义 即 可 . 

1. 事件 的 包含 关系 

若 事 件 4 的 发 生 必然 导致 事件 B 的 发 生 , 则 称 事件 B 包含 事件 4, 或 称 事件 4 包含 于 事 
件 妃 中 , 记 作 





BDA 或 4CB. 
对 应 于 集合 论 的 观点 ,如 图 6 -1, 表 示 和 集合 4 包含 于 集合 B. 
2. 事件 的 相等 
若 两 事件 4 与 B 中 任 一 事件 的 发 生 必然 导致 男 一 事件 的 发 生 , 即 事件 B 包含 事件 4, 且 
事件 4 包含 事件 B, 则 称 事件 4 与 B 相等 , 记 作 


A=B. 
对 应 于 集合 论 的 观点 ,如 图 6 -2 ,表示 集合 4 等 于 集合 B. 
3. 和 事件 
事件 4 与 B 至 少 有 一 事件 发 生 , 称 为 事件 4 与 事件 B 的 和 , 记 作 
A+B 或 4UB. 


对 应 于 集合 论 的 观点 ,如 图 6 -3, 表 示 4 与 B 的 并 集 . 


A 2 


图 6-1 图 6-3 

















两 个 事件 的 和 可 以 推广 到 多 个 事件 的 和 .n 个 事件 41 ,42,…,4, 中 至 少 有 一 件 发 生 , 称 

为 事件 41 ,4s,…,4, 的 和 , 记 作 
4 +hA, +… +h, 或 41 UA,U-… U4,. 
4. 积 事件 
事件 4 与 B 都 发 生 , 称 为 事件 4 与 事件 B 的 积 , 记 作 
AB 或 4NB. 

对 应 于 集合 论 的 观点 ,如 图 6 -4, 事 件 4B 表示 4 与 B ee 

两 个 事件 的 积 可 以 推广 到 多 个 事件 的 积 .个 事件 41 ,4,,… ,4 都 发 生 , 称 为 事件 4; ， 
hs，…,4, 的 积 , 记 作 

A14,…Ah, 或 41 几 4; 站 … 中 4,. 
5. 差事 件 
事件 4 发生 B 不 发 生 , 称 为 4 与 B 的 差事 件 , 记 作 
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过 -一 态 . 
对 应 于 集合 论 的 观点 ,如 图 6 -5 ,事件 4-B 表示 从 4 集合 中 挖 掉 B 集 合 的 元 素 . 
6. 互 不 相 容 事件 ( 互 斥 事 件 ) 
若 事 件 4 与 B 不 可 能 同时 发 生 , 即 4B = 多, 则 称 事 件 4 与 事件 B 是 互 不 相 容 的 ( 亦 称 互 
斥 的 ). 
对 应 于 集合 论 的 观点 ,如 图 6 -6, 事 件 4 与 B 互 不 相 容 表示 4 与 B 的 交集 为 空 集 . 
CA) @) | OO 


A B 4 B 











图 6-4 图 如 =3 图 6-6 


如 果 个 事件 4 ,42，…,4 中 任意 二 事件 不 可 能 同时 发 生 , 即 44 = (1<i<j<n)， 
则 称 这 ”个 事件 是 互 不 相 容 的 ， 

7. 对 立 事件 

如 果 两 事件 4 与 有 且 仅 有 一 个 事件 发 生 , 即 4+8B=0Q2 且 AB= 儿 , 则 称 事件 4 与 8 是 
对 立 的 (或 称 互 逆 的 ). 通常 记 4 的 对 立 事件 为 4, 如 图 6 -7. 8、4 互 为 对 立 事件 , 记 作 B=4 
或 4=B. 

例如 ,一 射手 在 一 次 射击 中 ,4 =“ 目 标 被 击 中 ”, 则 事件 “目标 没有 被 击 中 ”是 事件 4 的 
对 立 事件 , 记 为 4 

8. 完备 事件 组 

如 果 个 事件 4 ,4s，,…,4, 两 两 互 不 相 容 , 且 它们 的 和 事件 是 必然 事件 , 则 称 这 个 事 
件 构成 完备 事件 组 . 

对 应 于 集合 论 的 观点 ,如 图 6 -8 所 示 ,Al +4 +…+4, =02, 目 4;4;=@(1<i<j<n). 


OO 
0 


图 6-7 图 6-8 


事件 的 关系 与 运算 满足 集合 论 中 有 关 和 集合 运算 的 一 切 性 质 , 例 如 : 
交换 律 4UB=BU4,4B =B4; 

结合 律 (4UB)UC=4U(BUC) ,(4B)C=4(BC) ; 

分 配 律 (4UB)mCc=4CUBC,(4nB)UC=(4UC)InCBUC) 












二 概率 基本 公式 


用 集合 论 的 观点 解释 随机 事件 ,会 带 来 一 系列 的 好 处 ,下 面 我 们 先 来 看 看 它 在 概率 运算 
上 带 来 的 便利 . 
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定理 6 -1( 互 不 相 容 事件 的 加 法 公式 ) ”如 果 事 件 4 与 B 互 不 相 容 , 则 4 与 B 和 的 概 

率 等 于 4 与 B 的 概率 之 和 
P(A+B) =P(A) +P(B). 

证 设 试验 的 所 有 可 能 结果 是 NN 个 基本 事件 构成 的 完备 事件 组 . 随机 事件 4 包含 了 
其 中 Mi 个 基本 事件 ,随机 事件 B 包含 了 其 中 MM, 个 基本 事件 . 已 知事 件 4 与 B 互 不 相 容 , 因 
此 它们 所 包含 的 基本 事件 是 完全 不 同 的 ,4 + B 所 包含 的 基本 事件 共有 Mi + Ms 个 ,于 是 得 
到 


M+M, M, M 
1 一 := 一 + 一 2=P(4) +P(B), 


Dg 





即 
P(A+B) =P(A) +P(B). 
由 这 条 性 质 , 容 易 得 知 P( 名) =0. 需要 说 明 的 是 ,这 里 我 们 只 给 出 了 古典 概 型 下 的 证 
明 ,本 节 所 有 的 性 质 对 一 般 概率 模型 都 是 适用 的 ,但 证 明 超出 本 书 范围 , 故 省 略 . 
推论 2 若 事件 4; ,4,,…,4, 两 两 互 不 相 容 , 则 有 
P(A +4 +…+4,) =P(A1) +P(A,) +:… +P(A,). 
推论 3 若 事 件 41 ,4,,…,4, 构 成 一 个 完备 事件 组 , 则 有 
P(Al +A, +… +A,) =1. 
推论 4 对 立 事件 概率 和 等 于 1, 即 
P(A) +P(A) =1. 
对 于 一 般 的 随机 事件 ,我们 可 以 得 到 更 为 广泛 的 加 法 公式 . 
定理 6 -2( 加 法 公式 ) ”对 任意 事件 4 和 B, 有 
P(A+B) =P(4) +P(B) -P(AB). 
显然 ,如 果 事 件 4 与 B 互 不 相 容 时 , 则 4B = 名, 有 P(4+B) =P(4) +P(B) ,该 定理 的 
就 变 成 定理 1 了. 
推论 ”对 任意 有 限 个 事件 4; ,4,,…,4, ,有 


P(4 +4+…+4)=》P4)- >》 Ph44)+ >  P(44M4k)-… 
i=1 j l<isj<k<n 


1<i<j<n <isisks 
+(—1)" P(AA,…A,). 
例如 ,事件 41 ,4, ,43 和 的 概率 
P(4; +A, +43) =P(4) +P(A,) +P(4;) 
-P(AiA,) -P(AiA3) -P(A,A;3) +P(A1A,4;). 
例 6-4 一 批 针剂 共 50 支 ,其 中 45 支 是 合格 品 ,5 支 是 次 品 ,从 这 批 针剂 中 任 取 3 支 ， 
求 其 中 有 次 品 的 概率 . 
解 “取出 的 3 支 针 剂 中 有 次 品 ” 这 一 事件 记 为 4, 而 有 1 支 .2 支 ,3 支 次 品 的 事件 分 别 
记 为 4 、4,、43. 显然 ,4; 、 4 、 43 是 互 不 相 容 的 , 且 4 =41 +4, +43. 
基本 事件 的 总 数 为 C3 ,有 利于 4; 的 基本 事件 数 为 C5，C4 ,所 以 


Cl .C2 
P(A1) = $5 =0.252 5， 
50 
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C2 i Cl C3 
P(4，) =- 023 0, P(A;) = =0. 000 5. 
50 


三 = 
50 
由 概率 加 法 定理 得 
P(A) =P(A1) +P(A,) +P(4; ) =0.276 0. 

另 解 ,事件 4 的 对 立 事件 4 =“ 取 出 3 支 针 剂 全 部 是 合格 品 ”, 所 以 
ch 724 0， 
Cso 

P(A) =1 -P(A) =1 -0.724 0 =0.276 0. 

例 6-5 甲 , 乙 两 城市 在 某 季节 内 下 雨 的 概率 分 别 为 0.4 和 0.35, 而 同时 下 雨 的 概率 
为 0.15, 问 在 此 季节 内 甲乙 两 城市 中 至 少 有 一 个 城市 下 雨 的 概率 . 

解 令 4=| 甲 城下 雨 | ,B = |{ 乙 城下 雨 } , 按 题 意 所 要 求 的 则 得 

P(A+B) =P(A) +P(B)—P(AB) =0.4 +0.35 -0.15 =0.6. 

例 6-6 设 4,B,C 为 三 个 事件 ,已 知 P(4) =P(B) =P(C) =0.25,P(4B) =0,P(4C) 
=0,P(BC) =0. 125 , 求 4,B,C 至 少 有 一 个 发 生 的 概率 . 

解 由 于 4BCC4B, 故 


P(4) = 


0<P(ABC) <P(AB) =0， 
从 而 P(A4BC) =0.4,B,C 至 少 有 一 个 发 生 的 概率 
P(A+B+C) =P(A) +P(B) +P(C) -P(4B) - P(AC) -P(BC) +P(4BC) 
es 1 5 

A = 了 

任 一 个 随机 试验 都 是 在 某 些 基本 条 件 下 进行 的 ,在 这 些 基 本 条 件 下 某 个 事件 4 的 发 生 
具有 某 种 概率 . 但 如 果 除了 这 些 基本 条 件 外 还 有 附加 条 件 , 所 得 概率 就 可 能 不 同 . 这 些 附 
加 条 件 可 以 看 成 是 另外 某 个 事件 发 生 . 一 般 地 ,在 已 知 另 一 事件 B 发 生 的 前 提 下 ,事件 4 
发 生 的 可 能 性 大 小 不 一 定 再 是 P(4). 

定义 6 -7( 条 件 概率 ) 设 4,8 为 两 事件 ,如 果 P(B) >0, 已 知事 件 B 发 生 条 件 下 事件 
4 发 生 的 概率 称 为 事件 4 关于 事件 B 的 条 件 概率 , 记 作 P(418) ,其 取 值 定义 为 


站 1 





P(B) 
定理 6 -3( 乘 法 公式 ) ”对 任意 事件 4 和 8B, 积 事件 的 概率 
P(AB) =P(4)P(BI4) =P(B)P(A1B). 
推论 ”对 任意 有 限 个 事件 41 ,42 ,…,A4,, 有 
P(4142…4) =P(A1)P(As1A1) P(A31A1A,):…P( (A,1A1A,.…A, -1). 
例 6-7 在 美国 某 大 学 高 血压 研究 中 心 就 诊 的 306 名 有 末端 器 官 损害 的 高 血压 病人 ， 
按 严重 程度 和 有 无 心绞痛 分 类 . 各 组 病人 数 如 下 表 : 
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如 果 已 经 知道 一 名 病人 是 重型 , 则 他 无 心绞痛 史 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 以 A 表示 任 选 一 名 高 血压 病人 是 重型 患者 ,以 B 表示 病人 无 心绞痛 史 , 由 题 可 知 
281 38 


45 
P(4) =3j06， P(B) =306， P(4B) =306- 


则 所 求 事件 的 概率 为 


_P(AB) _ 38 .306 _ 
P(BIA) = P(A) =306 ”有 =38/45. 


例 6-8 甲乙 两 市 位 于 长 江 下 游 ,根据 一 百 多 年 的 记录 知道 ,一 年 中 雨天 的 比例 , 甲 为 
20% , 乙 为 18% ,两 市 同时 下 雨 的 天 数 占 12%. 求 : 
(1) 乙 市 下 十 时 甲 市 也 下 雨 的 概率 ; (2) 甲 乙 两 市 至 少 一 市 下 雨 的 概率 . 
解 ” 分 别 用 4,B 记事 件 “ 甲 下 雨 " 和 “ 乙 下 雨 ”. 按 题 意 有 
P(A) =20%, P(B) =20%, P(AB) =12%. 
(1) 乙 市 下 雨 时 甲 市 也 下 雨 的 概率 


P(AIB) = 


(2) 甲 乙 两 市 至 少 一 市 下 雨 的 概率 
P(A+B) =P(A) +P(B) -P(AB) =20% +18% -12% =26%. 
定义 6 -8( 随机 事件 的 独立 性 ) ”如 果 事 件 B 的 发 生 不 影响 事件 4 的 概率 , 即 P(A41B) 
=P(4) , 则 称 事件 4 对 事件 B 是 独立 的 . 
定理 6 -4 ”如果 事 件 4 与 8B 相互 独立 , 则 P(4B) =P(4)P(B). 
推论 1 有 限 个 相互 独立 的 事件 的 积 的 概率 等 于 这 些 事件 概率 的 积 ; 
P(A14,.…A.,) =P(41)P(42)…P(4，). 
推论 2 若 事件 4 与 相互 独立 , 则 4 与 B,4 与 8,4 与 都 相互 独立 . 
例 6-9 甲乙 二 射手 同时 向 一 个 目标 进行 射击 . 甲 命中 率 为 0.6, 乙 命中 率 为 0.5, 求 
目标 被 击 中 的 概率 . 
解 ” 设 事件 4=“ 甲 击 中 目标 ” ,事件 B=“ 乙 击 中 目标 ” ,事件 C = “目标 被 击 中 ”, 则 
P(C) =P(A +B) =P(A) +P(B) -P(AB) =0.6 +0.5 -0.6 x0.5=0.8. 
该 题 还 可 以 这 样 解 : 设 C=“ 目 标 没 有 被 击 中 ”, 则 
P(C) =P(AB) =P(4)P(B) =(1 -0.6)(1 -0.5) =0.2. 





P(A4B) 12 2 


P(B》 18 3° 














所 以 
P(C) =1-P(C) =1-0.2=0.8. 

例 6-10 某 药 厂 的 针剂 车 间 灌 装 一 批注 射 液 , 需 经 过 四 道 工序 ,从 长 期 生产 经 验 知 
道 ,由 于 制 锯 时 掉 入 玻璃 悄 而 成 废品 的 概率 是 0.4% ,由 于 灌 装 时 污染 剂 液 而 成 废品 的 概率 
为 0.1% ,由 于 洗涤 不 洁 而 成 废品 的 概率 为 0.2% ,由 于 封口 不 严 而 成 废品 的 概率 为 0.6% ， 
求 四 道 工序 全 部 合格 的 概率 . 

解 ” 这 个 问题 中 ,每 道 工序 结果 的 好 坏 与 男 外 工序 无 关 , 即 造成 废品 的 四 个 因素 是 相互 
独立 的 ,所 求 概率 为 

P=(1-0.4%)(1-0.1%)(1-0.2%)(1-0.6%)=98.71%. 
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例 6 -1 有 一 种 治疗 流行 性 感冒 的 新 药 ,在 500 名 流行 病人 中 ,有 的 服 了 这 种 药 (4)， 
有 的 没有 服 这 种 药 ,经 5 天 后 ,有 的 痊愈 (B) ,有 的 未 痊愈 ,各 种 情况 的 人 数 见 下 表 , 其 中 170 
人 表示 服药 后 痊愈 (4B8) 的 人 数 ,其 余 类 似 . 试 判 断 这 种 新 药 对 流感 是 否 有 效 ? 








解 ”由 题 可 知 


2 
P(BIA) = =0. 81, P(B) = = =0.8; 


因为 P(B) 与 pi J 与 B 相互 独立 . 表明 服药 和 不 服药 对 疗效 影 
响 不 大 ,新药 对 流感 没有 意义 . 
定理 6 -5 (全 概率 公式 ) 者 事件 41 ,4,,… ,4, 构 成 完备 事件 组 , 则 有 


P(B) = PCA) PGB A 


例 6-12 设 某 医院 仓库 中 有 10 使 同 样 规格 的 X 光 片 ,已 知 其 中 有 5 盒 .3 盒 .2 全 人 
次 是 甲 厂 , 乙 厂 . 丙 厂 生产 的 . 且 甲乙 \ 两 三 厂 生产 该 种 X 光 片 的 次 品 率 依次 为 二 去 方 ， 


从 这 10 盒 中 任 取 一 盒 , 再 从 这 盒 中 任 取 一 张 X 光 片 , 求 取得 合格 品 的 概率 . 
解 ”依次 为 4; ,4; ,43 表示 取得 这 盒 X 光 片 是 甲 厂 乙 厂 、 丙 厂 生产 的 . 设 B=“ 取 得 的 
X 光 片 为 合格 品 ”. 于 是 
P(41) = 二 P(4,) = P(43 ) = 证 ， 
-19 


P(BI4; ) = =70， 


P(BIA,) = 二 ，P(BI143 


这 IS 
按 全 概率 公式 ,有 

P(B) =P(A1)P(BIA!) + P(A2)P(BIA,) +P(A;)P(BIA;) 

A 

10 10710 15 ”10 20 

例 6-13 某 药 厂 生产 一 WA 每 100 支 为 一 批 ,在 进行 质量 检验 时 ,从 每 批 中 任 取 

10 支 检 查 . 如 果 发 现 其 中 有 次 品 , 则 认为 这 批 产品 不 合格 ,假定 每 批 针剂 中 的 次 品 数量 最 


多 不 超过 4 个 ,并 且 具 有 如 下 概率 分 布 ， : 


0..92. 








一 批 针 剂 中 次 品 数 0 1 > 3 4 
概率 0.1 0.2 0.4 0.2 0.1 
求 各 批 针 剂 通过 检查 的 概率 . 


解 ” 设 事件 4; =“ 一 批 针 剂 中 有 i 个 次 品 ”(i=0,1,2,3,4), 则 
P(Ao) =0.1, P(A1) =0.2, P(A,) =0.4,P(h;3) =0.2, P(44) =0.1 
设 事 件 B=“ 这 批 产品 通过 检查 ”, 即 抽 得 检查 的 10 支 针剂 全 是 合格 品 ,于 是 
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Gy 
P(BIAo) =1, P(BIAI ) = 二 =0. 900. 
Clo0 


Ca Cg 
P(BI4，) = =0. 809, P(BIA;) St 727, 
100 


C10 
P(B144) = 二 =0. 652. 
Cioo 


所 以 , 按 全 概率 公式 , 即 得 所 求 的 概率 
4 
P(B) = 》> P(A;)P(BIA;) =0. 814 2. 
i=0 


定理 6 -6( 贝 叶 斯 公式 ) 设 41,4,,…,4, 是 一 个 完备 事件 组 , 则 有 


P(4;1B) = ee 


于 PCDPG 4,) 


P(4;) 是 在 没有 进一步 的 信息 (不 知 B 是 否 发 生 ) 的 情况 下 人 们 对 4; 发 生 可 能 性 大 小 的 
认识 , 称 为 先 验 概率 ;现在 有 了 新 的 信息 (知道 8 发 生 ) ,人 们 对 4; 发 生 的 可 能 性 大 小 有 了 新 
的 估计 ,得 到 条 件 概 率 P(4;18) , 称 为 后 验 概率 . 

如 果 把 8 看 成 “结果 ”,4;(i=1,…,n) 看 成 导致 这 一 结果 的 可 能 的 “原因 ”. 则 全 概率 
公式 可 以 看 成 为 “由 原因 推 结果 ”, 而 贝 叶 斯 公式 正好 相反 ,可 以 看 成 是 “由 结果 推 原因 ”. 
现在 一 个 结果 B 发 生 了 ,那么 导致 这 一 结果 的 各 种 不 同 的 原因 的 可 能 性 大 小 就 可 由 贝 叶 斯 
公式 求 得 . 

例 6-14 用 血清 甲 胎 蛋 白 法 诊断 肝癌 ,用 C 表示 被 检验 者 确实 患 有 肝癌 的 事件 ,4 表 
示 判 断 被 检验 者 患 肝 癌 的 事件 ,已 知 

P(41C) =0.95, P(AIC) =0.90, P(C) =0. 000 4. 

现 若 有 一 人 被 此 法 诊断 患 有 肝癌 , 求 此 人 真正 患 肝癌 的 概率 . 





解 ” 所 求 概 率 为 
P(C) . P(AIC) 
OM opy ,PLAIOY FT 
因为 


P(C) =1-P(C) =0.999 6， 

P(AIC) =1 -P(AIC) =0. 10, 
将 这 些 数值 与 已 知 值 代入 上 式 , 得 

P(CIA) =0. 003 8. 
条 件 中 P(41C) 表 示 确 实 患 肝 癌 的 人 被 确诊 有 肝癌 的 概率 ,P(41C) =0.95, 及 P(A41C) 
两 式 表明 这 检验 法 还 是 相当 可 靠 的 . 但 若 有 一 人 被 诊断 患 肝癌 ,而 实际 上 他 真 患 肝癌 的 概 
率 P(C14) 并 不 大 . 如 果 在 分 析 问题 时 不 运用 概率 论 的 思想 ,是 很 难 理解 这 一 结论 的 . 事 
实 上 因为 人 群 中 真正 患 肝 癌 的 人 很 少 P( C) =0. 0004, 由 于 检验 方法 并 不 完全 准确 ,在 大 批 
健康 人 中 还 会 有 一 定数 量 的 人 被 误诊 为 肝癌 . 另 一 方面 ,真正 肝癌 患者 在 全 人 口中 占 很 小 
比例 ,即使 全 部 被 检 出 ,在 这 两 部 分 被 检验 为 患 肝癌 的 总 人 数 中 也 只 是 小 部 分 . 
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例 6-15 经 大 量 临床 应 用 知道 , 某 种 诊断 肝癌 的 试验 有 下 述 结果 , 若 记事 件 B =“ 试 
验 反应 为 阳性 ” ,4 =“ 被 诊断 者 患 肝癌 ”, 则 真 阳性 率 为 P(B14) =0.94, 真 阴性 率 为 P(BI 
4) =0.96, 现 对 一 群 人 进行 肝癌 普查 ,假设 被 试验 的 人 中 患 肝癌 的 概率 估计 为 0.003, 今 有 
一 人 经 试验 反应 为 阳性 , 求 此 人 患 肝癌 的 概率 . 
解 ” 该 问题 是 求 在 试验 反应 为 阳性 的 条 件 下 此 人 患 肝癌 的 概率 , 即 P(41B). 
由 北 概 率 公式 可 得 . 
P(AIB) = a 
P(A)P(BIA) + P(A)P(BIA) 





其 中 
P(A) =0.003, P(BIA) =0.94, P(A) =1 -P(A) =0.997, P(BIA) =1 - P(BIA) =0.04, 


代入 上 式 , 所 求 的 概率 为 
0. 003 x0.94 


P(A41B) =0 003 x0.94 x0.997 x0.04 = 0 066. 


由 此 可 见 ,试验 的 结果 为 阳性 的 人 确实 患 肝 瘤 的 可 能 性 并 不 大 , 仅 为 6. 6%. 

例 6 -16 为 探讨 乳腺 肿块 的 鉴别 诊断 ,调查 了 186 个 病例 ,根据 病理 报告 ,其 中 乳癌 
(41)29 例 , 纤 维 腺 瘤 (42 )92 例 ,乳腺 病 (43 )65 例 ,由 此 可 得 各 病 的 概率 如 下 :P(41) = 
29/186 =0. 1559,P(A,) =92/186 =0. 4946，P(4; ) =65/186 =0.3495. 在 各 种 并 发 病 的 条 
件 下 ,有 关 重 要 症候 出 现 的 概率 的 经 验 估计 如 下 表 : 


乳腺 (29 例 ) 纤维 腺 瘤 (92 例 ) 乳腺 病 (65 例 ) 
症候 表现 


例 数 条 件 概 率 例 数 条 件 概率 例 数 条 件 概率 


Bu <40 4 0.1379 74 0. 804 3 54 0.830 8 
年 龄 ( 岁 ) 


Bi, 三 40 25 0. 862 1 | 18 0.1957 11 0.1692 


























Bi 整齐 2 0.0690 45 0.489 1 30 0.461 5 













肿块 表面 





0.931 0 47 0. 519 0 35 0.538 5 








Ba 中 4 0.1379 6 0.065 2 12 0.1846 








0.5517 0. 837 0 49 0. 758 8 












4 0.0616 


16 0. 246 2 








46 0.707 7 





3 0. 046 1 





19 0. 293 2 












36 0. 553 8 
























10 0.153 9 
Bur SS 56 0. 861 5 

肿块 长 度 (ecm) 
Be >2.75 9 0. 138 5 
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解 ”该 病例 所 出 现 的 有 关 症 候 表现 的 具体 组 合 可 用 符号 表示 为 :B = Bil Bi Bs B4lB53 
Bi ,假设 各 症候 表现 的 出 现 与 否 彼此 独立 , 则 根据 独立 事件 概率 可 得 
P(B) =P(Bi1)P(B,)P(B3)P(Ba)P(Bss)P( Boe). 
在 4i 发 生 的 条 件 下 ,B 出 现 的 概率 
P(BIA1) =P(Bii1A1)P( Ba 1A1)P( B31A1)P(Ba1A1)P(Bss1A1)P( Bo 41) 
=0. 137 9 x0. 069 0 x0.551 7 x0.103 4 x0.1379 x0.2069 
=1.548 7 x10-7. 
同 理 
P(BIA,) =3.501 9 x10-4, P(BIA;) =9. 428 1 x10-3. 


6.4 分布 理论 


在 古典 概 型 中 ,我 们 总 是 先 确定 一 个 样本 空间 ,然后 用 集合 表示 随机 事件 ,通过 集合 与 
集合 间 的 关系 和 集合 的 大 小 来 刻画 概率 . 这 样 做 很 有 局 限 :其 一 , 它 通 常 要 求 样本 空间 有 
限 ;其 二 ,样本 点 具有 等 可 能 性 . 当 随 机 试验 不 满足 这 样 的 条 件 时 ,概率 的 古典 定义 将 遭遇 
无 法 适用 的 困难 . 显然 ,概率 的 古典 定义 不 具有 普 适 性 ,我 们 迫切 需要 找到 更 具 抽 象 性 和 整 
体 性 的 概率 定义 , 它 不 依赖 于 样本 空间 的 特殊 性 ,同时 希望 微 积分 这 样 的 工具 能 够 在 其 中 发 
挥 作用 . 而 微 积分 的 研究 对 象 是 函数 ,这 给 我 们 一 点 启示 :必须 把 随机 事件 数量 化 . 


一 、 随 机 变量 和 分 布 函数 


在 随机 现象 中 ,有 一 部 分 问题 与 实数 之 间 存在 着 某 种 客观 的 联系 .例如 ,在 掷 仍 子 试验 
中 ,我 们 关心 的 是 点 数 ;在 电话 问题 中 关心 的 是 某 一 段 时 间 内 的 话 务 量 等 .对 于 这 类 随机 现 
象 ,其 试验 结果 显然 可 以 用 数值 来 描述 ,并 且 随 着 试验 的 结果 不 同 而 取 不 同 的 数值 . 然而 ， 
有 些 初 看 起 来 与 数值 无 关 的 随机 现象 ,也 常常 能 联系 数值 来 描述 .比如 ,在 投 硬币 问题 中 ， 
每 次 实验 出 现 的 结果 为 正面 或 反面 ,与 数值 没有 联系 ,但 我 们 可 以 通过 指定 数 “1" 代 表 正 
面 ,“0" 代 表 反面 ,为 了 计算 ”次 投 搓 中 出 现 的 正面 就 只 需 计算 其 中 “1" 出 现 的 次 数 了 ,从 而 
使 这 一 随机 试验 的 结果 与 数值 发 生 联系 . 这 就 说 明了 ,不 管 随机 试验 的 结果 是 否 具有 数量 
的 性 质 ,我 们 都 可 以 建立 一 个 样本 空间 和 实数 空间 的 对 应 关系 ,使 之 与 数值 发 生 联系 . 因此 
对 于 任 一 随机 现象 所 对 应 的 试验 ,我 们 都 可 以 引进 一 个 变量 ,用 该 变量 的 不 同 取 值 来 表达 其 

不 同 结果 , 换 句 话说 , 即 用 这 个 变量 的 不 同 取 值 来 对 应 试验 的 样本 空间 的 各 个 样本 点 , 便 得 
到 随机 变量 的 概念 

定义 6-9 设 随机 试验 的 样本 空间 为 2,é =&(w) 是 定义 在 2 上 的 单 值 实 函 数 , 若 
对 任意 实数 *, 集 合 lo:#(w) <x| 是 随机 事件 , 则 称 &=t(w) 为 随机 变量 . 随机 变量 通常 用 
希腊 字母 ,mn,C，… 来 表示 (或 用 大 写 拉丁 字母 了 ,Y,Z，… 来 表示 ). 

从 随机 变量 的 取 值 情况 来 看 , 若 随机 变量 的 可 能 取 值 是 有 限 个 或 可 数 个 , 则 该 随机 变量 
为 离散 型 随机 变量 ,不 是 离散 型 随机 变量 统称 为 非 离散 型 随机 变量 , 若 随机 变量 的 取 值 是 连 
续 的 , 称 为 连续 型 随机 变量 , 它 是 非 离散 型 随机 变量 的 特殊 情形 

例 6-17 在 毒性 试验 中 ,给 大 白鼠 注射 一 定 剂量 的 药物 后 可 能 死亡 ,也 可 能 存活 . 用 
0 表示 死亡 ,用 1 表示 存活 , 则 大 白鼠 用 药 后 的 状态 是 一 个 随机 变量 , 它 的 取 值 为 0 或 1. 
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对 于 随机 变量 来 讲 ,我 们 不 仅 关心 它 取 哪些 值 ,更 关心 它 以 多 大 的 概率 取 那 些 值 ,但 至 
今 我 们 并 没有 给 出 概率 的 一 般 定义 . 接 下 来 ,需要 解决 这 个 问题 . 

根据 前 面 的 讨论 , 吞 & 是 随机 变量 , 则 对 Vx e R, i#<x| 是 随机 事件 ,所 以 Plt<x} 有 
意义 . 当 实 数 a<5 时 ,有 Pila<t<6b} =Plit<6b| -Pié<alj. 这 给 我 们 提供 一 个 线索 ,能 
不 能 对 一 切实 数 * 给 出 概率 Pié<x| ,从 而 得 到 任何 事件 的 概率 呢 ? 

定义 6 -10( 分 布 函数 ) 设 £ 是 人 0 上 的 随机 变量 ,对 VxeR, 称 F(x) =Pié<x} 为 E 
的 分 布 函数 ,通常 简写 为 & ~ F(x). 

设 F(x) 是 随机 变量 的 分 布 函数 , 则 (x) 具有 如 下 性 质 . 

(1) 单 调 非 降 性 : 即 对 Vxi <x, eR,F(xi) 夸 F(x,). 

证 明 对 Vxi <x ,有 |E 生 xl Clié<x,}, 则 

F(x1) =Plé<%} <Plé<x,} =F(%,). 
(2) 规 范 性 :Ff( -%) = lim F(x) =0,F(+%) = lim F(x) =1. 
(3) 有 连续 性 :对 Vao <R, 有 lim F(x) = PCxo) 


反之 可 证 明 : 对 于 任意 一 个 函数 , 若 满足 上 述 三 条 性 质 , 则 它 一 定 是 某 随机 变量 的 分 布 
函数 . 分 布 函 数 的 意义 在 于 利用 它 可 以 求 随 机 事件 的 概率 ,以 后 要 计算 取 值 的 概率 可 以 
通过 其 分 布 函数 来 实现 . 

若 a<beR,é~F(x), 则 有 

Pla<é<b} =F(b) -F(a); 


Plé<al a lim F(x) =F(a -0); 


Plé=a} =P{é<a} -Plé <a}l =F(a) -F(a -0); 

Plé>al =1 -F(a); 

Plé=za} =1 -F(a-0); 

Plasé<0b} =F(b) -F(a-0); 

Plasé<b} =F(b-0) -F(a-0); 

Pla<é<b} =F(b -0) -F(a). 

从 而 P|E<%| ,zeR 完全 刻画 了 随机 变量 上 的 统计 规律 ,并 决定 了 随机 变量 的 一 切 


二 、 离 散 型 随机 变量 


定义 6 -11 给 定 样本 空间 0Q, 取 值 于 实数 域 有 R, 且 只 取 有 限 个 或 可 数 个 值 的 变量 & = 
é(w) 称 为 一 维 ( 实 值 ) 离 散 型 随机 变量 ,简称 离散 型 随机 变量 . 

讨论 离散 型 随机 变量 主要 需 掌握 两 个 方面 :一 是 随机 变量 的 一 切 可 能 取 值 ;二 是 取得 
这 些 值 的 概率 . 

定义 6-12 设 £ 是 一 个 离散 随机 变量 ,如 果 & 的 所 有 可 能 取 值 是 xi ,za ,…x。…, 则 称 

pi=p(%i) =P(é€=%;), =)2， 
为 & 的 概率 分 布 列 或 简称 为 分 布 律 . 
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随机 变量 的 分 布 律 通常 可 以 用 表格 形式 来 表示 : 





显然 ,分 布 列 具有 如 下 性 质 . 
(1) 非 负 性 :p(%;) =0,i=1,2,…; 


(2) 正 则 性 : p(x;) =1. 


例 6-18 一 袋 中 有 11 个 自 球 和 4 个 红 球 ， 每 次 从 中 任 取 一 个 球 ,直至 取得 白 球 为 止 ， 
求 取 球 次 数 的 概率 分 布 ,假定 : 

(1) 每 次 取出 的 红 球 不 再 放 回 去 ; 

(2) 每 次 取出 的 红 球 仍 放 回去 . 

解 (1) 设 随机 变量 & 是 直到 取得 白 球 的 取 球 次 数 ,由 于 每 次 取出 的 红 球 不 再 放 回去 ， 
所 以 的 可 能 值 是 1,2,3,4,5. 且 


Pp(#=1) = 寺 =0.2; P(E=2) = 全 " 计 =0.2; P(E=3) = 全 .于 本 =0.2; 
P(E=4) = 和 所- 子 - 子 " 方 =0.2; P(E=5) = 全 .年 . 亲 .证 :1=0.2. 
概率 分 布 为 








(2) 随 机 变量 7 是 直到 取得 白 球 的 次 数 ,由 于 每 次 取得 红 球 仍 放 回 ,因此 7 的 可 能 值 是 
一 切 正 数 , 即 


ja (有 (所 a 
概率 分 布 表 为 








n 









0.2 x0. 8"-! 


F(x) = P(E <x) = PE =x) = 六 世人 


Mi 和 和 


一 般 说 来 ,离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 是 间断 
的 分 段 函数 , 呈 阶 梯形 (如 图 6 -9). 

例 6-19 某 药检 所 从 送 检 的 10 件 药品 抽检 3 
件 , 若 送 检 的 药品 有 2 件 失效 , 试 列 出 检 人 得 失效 药品 
件数 的 概率 分 布 , 求 出 分 布 函数 . 

解 ” 检 得 失效 药品 件数 是 离散 变量 ,由 古典 
概率 可 得 
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C9 C2 
P(X=0) = 二 GC 3 0. 466 7, P(X= 1) = 0 466 7, P(X=2) = GG -0 066 6. 
Cio Cio Cho 
写 出 概率 分 布 律 如 下 : 
下 0 1 2 
P 0.4667 0.4667 0.066 6 
从 而 得 到 分 布 函 数 为 
0， X<0， 
0.4667，0<x<1， 
a 
L: 2<x. 
三 .常见 的 离散 型 概率 分 布 
1. 两 点 分 布 
如 果 随 机 变量 & 只 可 能 取 0,1 两 个 值 , 概 率 分 布 为 
é 0 1 
P(é=%;) 9 p 


其 中 0 <p <1,g =1-p, 则 称 & 服从 参数 为 p 的 (0 -1) 分 布 ,也 叫 二 点 分 布 . 

该 分 布 很 简单 ,如 果 试 验 只 有 两 个 相互 独立 的 结果 4 与 4, 就 构成 一 个 (0 -1) 分 布 ,如 
人 的 性 别 ,产品 的 合格 与 不 合格 等 事件 . 

2. 二 项 分 布 

如 果 随 机 变量 & 的 概率 分 布 为 

plESm) = png" (m=01,2) nm), 

其 中 0<p<1,p+9g=1, 则 称 上 服从 参数 为 wp 的 二 项 分 布 , 记 作 &~B(n,p). 显然 n=1 
时 ,二 项 分 布 就 是 二 点 分 布 . 

二 项 分 布 的 概率 解释 是 :在 相同 的 条 件 下 进行 n 次 重复 试验 ,每 次 试验 中 ,随机 事件 4 
只 有 两 种 可 能 结果 :事件 4 发 生 或 者 不 发 生 . 假设 每 次 试验 是 相互 独立 的 , 且 事 件 4 发 生 的 
概率 P(4) =p 在 整个 序列 试验 中 始终 保持 不 变 , 则 服从 二 项 分 布 的 随机 变量 上 刚好 刻画 了 
事件 4 发 生 的 次 数 . 这 nn 次 重复 试验 称 为 n 重 伯 努 利 试验 或 独立 试验 序列 . 


分 布 函 数 F(z) = P(E < x) = 区 Cap"qg"-" 表示 次 独立 重复 试验 下 ,事件 4 出 现 的 
m=0 


次 数 不 大 于 % 的 概率 . 
二 项 分 布 是 概率 论 中 最 重要 的 分 布 之 一 ,应 用 很 广 , 举 例如 下 . 
(1 ) 检查 一 人 是 否 患 某 种 非 流 行 性 疾病 是 一 次 伯 努 利 试验 . 各 人 是 否 生 这 病 可 认为 相 
互 独 立 ,并 可 近似 认为 患 病 的 概率 p 相等 . 因此 考察 某 地 n 个 人 是 否 患 此 病 可 作为 n 重 伯 
努 利 试验 ,其 中 患 病 的 人 数 志 服从 二 项 分 布 . 
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(2) 保险 公司 对 某 种 灾害 ( 自行 车 被 盗 ,火灾 ,…) 保险 ,各 人 发 生 此 种 灾害 与 否 可 认为 
相互 独立 ,并 假定 概率 相等 . 设 一 年 间 一 人 发 生 此 种 灾害 的 概率 为 p, 则 在 参加 此 种 保险 的 
n 人 中 发 生 此 种 灾害 的 人 数 7 服从 二 项 分 布 . 

3. 泊 松 分 布 


如 果 随机 变量 6 的 概率 分 布 为 P(E =m) = 和 ie-*(A >0,m =0,1,2,…) , 则 称 # 服 从 参 


数 为 A 的 泊 松 分 布 , 记 作 &~p(A). 

在 二 项 分 布 中 当 n 很 大 ,p 很 小 时 求 概率 一 般 用 泊 松 公式 近似 地 代替 . 

定理 6 -7 设 随机 变量 服从 二 项 分 布 ,概率 分 布 p(E=m) = Chp”q" "(m=0,1,2, 
…,n) , 则 有 


lim p(é€=m) = 人 


其 中 入 =np >0 为 常数 . 

也 就 是 说 二 项 分 布 , 当 n 一 % 时 的 极限 就 是 泊 松 分 布 , 当 nn 很 大 时 ,一 般 n 宇 30,p<<0.1 
时 ,就 可 以 用 泊 松 公式 近似 代替 二 项 分 布 公式 计算 . 

例 6-20 已 知 某 中 疾病 的 发 病 率 为 1/1 000 , 某 单位 共有 5 000 人 , 问 该 单位 患 有 这 种 
疾病 的 人 数 超 过 5 的 概率 为 多 大 ? 

解 : Be 则 ~B(5 000,1/1 000). 


5 000 
P(E >5) = pa =k) = PA ;5 000,1/1 000 ) ， 
=6 
其 中 


b(k;5 000,1/1 000) = OFonl 7 nay (1= 5) 和 


这 时 如 果 直 接 计算 P 人 >51 计 算 量 较 大 . 由 于 很 大 ,p 较 小 ， 而 np=5 不 很 大 . 可 以 
利用 泊 松 定理 6 -7 得 


5 
Plt >5} =1-Plét<5} ~1- >》 二 ee”， 
查 泊 松 分 布 表 得 
5 
i ~0. 616. 


于 是 
Pié>5} ~1 -0.061 6=0.384 
例 6-21 设 一 人 每 次 射击 的 命中 率 为 0. 001 ,他 射击 了 5 000 次 , 求 命中 不 少 于 两 次 的 
概率 是 多 大 . 
解 ”用 上 表示 射击 5 000 次 命中 的 次 数 , 则 上 服从 二 项 分 布 , 即 
P(€=m) = C8000(0. 001)m (1 -0.001)5000 -mm. 
P(E>2) =1-P(E<2) =1-[P(é=0) +P(é=1)] 
=1-[C9uo(0.001)0 (0.999)5% + Ciooo(0.001)1 (0.999)4%]. 
由 于 很 大 ,P 很 小 ,用 二 项 分 布 公式 计算 很 麻烦 ,现在 用 泊 松 公式 计算 ,A =np =5 000 x 
0. 001 =5, 查 附 表 1,A =5,m=0,p =0. 006 738;m =1,p =0.033 690, 所 以 
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P(e>2) =1-[P(E=0) +P(#=1)] 
=1 -0. 006 738 -0. 033 690 ~0. 959 6. 


四 、 连 续 型 随机 变量 
定义 6 -13 如果 对 随机 变量 上 的 分 布 函数 F(x) ,存在 非 负 可 积 函 数 /(x) ,使 得 对 于 
任意 实数 x 有 
F(x) = 人 ft, 
则 称 为 连续 型 随机 变量 , 称 /(*) 为 X 的 概率 密度 函数 ,简称 为 概率 密度 或 密度 函数 
由 分 布 函 数 的 性 质 ,可 验证 任 一 连续 型 随机 变量 的 密度 函数 (x) 必 具 备 下 列 性 质 . 
(1) 非 负 性 : f(x) >0. 
(2) 正 则 性 : | f(x)dx = 1 
(3)F'(z) =f#). 
(4) 设 为 连续 型 随机 变量 , 则 对 任意 实数 x, 有 PI&=x} =P(z) -F(x-0)=0. 
这 表明 连续 型 随机 变量 取 单 点 值 的 概率 为 0, 这 与 离散 型 随机 变量 有 本 质 的 区 别 ,顺便 
指出 P{# =x| =0 并 不 意味 着 1 =x| 是 不 可 能 事件 
(5) 对 任意 和 <2%2 , 则 
P(xi 和 上 < 和 ) =Px <éE<x) = P(x SE Ex) = P(x < < %) 
= P(x) - F(m) = | fx) dr. 
几何 解释 (如 图 6 -10) 
(1)/(x) >0, 表 明 密度 曲线 =/(x) 在 4 轴 上 方 ; 
(2) [x)ax =1 表明 密度 曲线 y=/(%) 与 < 轴 
所 夹 图 形 的 面积 为 1; 
(3) pla < 纪 < 引 = f(x) dx 表明 & 落 在 区 间 (a， 





5) 内 的 概率 等 于 以 区 间 (a,b) 为 底 , 以 密度 曲线 y = ss 
f(x) 为 项 的 曲 边 梯形 面积 . 
例 6-22 已 知 随机 变量 的 概率 密度 为 (x) , 求 其 分 布 函数 F(x). 
X， 0<x <1,， 
f(x) -| 1<x <2, 
0， 其 他 . 
解 ” 当 x<0 时 ， 
0 [Ax) dx 二 全 
当 0 <x < 1 时 ， 
jr) [Ax) dx 三 [ Aw + {f(s) ds 
a 1 
= | a 三 pi 
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当 和 和 克之 2 于， 
Fa) = fs)ds = fe)de + ffl) de + fs) 


1 x 2 
=0+ /xdx+ (2-«)dr =1-3(2-*)? =- 和 +24-l. 
y 0 1 


当 x>2 时 ， 
F(z) == | fn)ds=1. 
于 是 分 布 函 数 为 
0， X<0， 
x? 0 <l, 
E(w) 
-x +2x-1, 1<x<2， 
1， 2<x. 
例 6-23 随机 变量 & 的 分 布 函 数 
Pr 2 x 宇 0， 
-| X<0. 


求 概率 密度 及 上 落 在 区 间 (2,3) 内 的 概率 . 
mo 
eT De 代 一 可 全 = 
例 6-24 设 随 机 变量 上 的 密度 函数 为 
Xs0， 


0， 
= 和 >0. 
人 2) 1 X>0， 


试 求 (1) 常 数 c;(2) 分 布 函数 F(x) ;(3)P(é 二 1). 
解 (1) 由 密度 函数 的 性 质 c=0， 


2 x)dx = 1, We -qx = 1, 网 = A. 
[fz) be es i 有 
所 以 
ec， X>0， 
人 人 2) -| x%<0. 
2) 当 x < 0 时 ， 
BC) = .AD 0 
当 xw > 0 时 ， 
F(x) = KaDd = 0dr+ [hed = 1-e™, 
于 是 
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0， X<0， 
ls) -| -e-*”, %>0. 
3)P(é£=1) =1 -P(£<1) =1-F(1)=e™. 
五 .常见 的 连续 型 概率 分 布 
1. 均匀 分 布 
如 果 随 机 变量 的 概率 密度 为 
1 
es a<x<b, 
f(zx) -1 
0， 其 他 ， 


则 称 & 在 [a,8] 上 服从 均匀 分 布 , 记 作 &~U[a,b]. 
实际 背景 ”如 果实 验 中 所 定义 的 随机 变量 仅 在 一 个 有 限 区 间 [a,b] 上 取 值 , 且 在 其 
内 取 值 具有 “等 可 能 ”性 , 则 &~U[a,b]. 
车 区 间 [c,d] C[a,b] , 则 落 在 [c,dj 的 概率 
d-cec 


1 
Ple <E<d) = [de = 天. 


可 以 看 出 & 落 在 [c,d] 的 概率 与 该 小 区 间 的 长 度 成 正比 ,而 与 该 小 区 间 在 [a,5] 中 的 位 
置 无 关 : 














因为 
F(z) = fra = ft [Asa = ds = $s, 
所 以 均匀 分 布 的 分 布 函数 
0 X<Q 
F(x) = Ee a<x <b, 

Ts x 宇 b 
2. 指数 分 布 
如 果 随 机 变量 & 的 概率 密度 为 

Ae x 宇 0， 
f(x) = 0 谢 由 


则 称 & 服从 参数 为 A 的 指数 分 布 , 记 作 & ~E(A). 
实际 背景 ”在 实践 中 ,如 果 随机 变量 表示 某 一 随机 事件 发 生 所 需 等 待 的 时 间 , 则 一 般 
~E(A). 


因为 
F(x) = Ka)a = [hedr = 1-e™, 
所 以 指数 分 布 的 分 布 函数 为 
1 -ex ,xE0， 
la) -| X<0. 
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3. 正 态 分 布 
如 果 随 机 变量 上 的 概率 密度 为 
f(x) = EE (-% <x<+%). 
其 中 及 o >0 是 常数 , 则 称 上 服从 与 o 为 参数 的 正 态 分 布 , 记 作 & ~N(p,07). 
实际 背景 ”在 实践 中 ,如 果 随 机 变量 下 表 
示 许 许多 多 均匀 微小 随机 因素 的 总 效应 , 则 它 
通常 将 近似 地 服从 正 态 分 布 ,如 :测量 产生 的 误 
差 ; 弹 着 点 的 位 置 ;噪声 电压 ;产品 的 尺寸 等 等 
均 可 认为 近似 地 服从 正 态 分 布 . 
分 布 函数 为 
1 J 
F(x) = a 202 dx. 
正 态 概率 密度 曲线 (jw =0 时 ) 如 图 6 -11 
所 示 . 
概率 密度 岂 x) 具 有 以 下 性 质 . 
1)f(x) >0, 且 具有 各 阶 导数 . 
1 


2) Fl) = | fd = | A 

曲线 /(%) 与 * 轴 之 间 的 平面 图 形 面积 等 于 1, 也 就 是 说 随机 变量 落 在 ( - ,+ % ) 的 
概率 为 1. 

3)/(x) 的 图 形 关于 x =p 对称. 


二 多 
在 =/ 处 sx) 有 最 大 值 -万 二 ,= +C 处 是 人 (x) 的 拐点 


4) 当 ez 不 变 ,只 改变 多 值 时 , 则 图 形 的 形状 不 变 ,仅仅 图 形 的 位 置 随 着 人 值 不 同 而 左右 
移动 , 称 为 位 置 参数 . 

车 固定 多 值 ,o 值 越 小 ,图 形 越 陡峭 ;cr 值 越 大 ,图 形 越 平缓 , 称 o 为 形状 参数 . 

5) 当 x 一 % 时 ,f(x) 一 0,x 轴 为 曲线 y = 大 zx) 的 渐 近 线 . 

若 正 态 分 布 中 的 参数 j=0,o =1 时 , 称 随 机 变量 上 服从 标准 正 态 分 布 , 记 作 上 ~ N(0， 
1). 概率 密度 为 











(x-4)2 
e 22 dx =1. 








1 





p(x%) = A -oo <x<+%). 
标准 正 态 分 布 的 分 布 函数 
le oS 
P(x) = |.* di. 


6(z) 不 是 初等 函数 ,由 于 它 的 重要 性 , 它 的 函数 值 P(#<x) = B(x) (x >0) 可 以 查 标准 
正 态 分 布 表 ( 见 附 表 ). 显然 @(0) = 二 


x 2 
GD(-x) 二 e 2dt 


. 了 
eidy =1- @(x). 











令 1 =-y je 1 
2T 
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一 般 地 , 正 态 分 布 可 以 通过 标准 化 过 程 转化 成 标准 正 态 分 布 ,原理 如 下 . 
若 &~N(p,o”), 则 








2 1 RE Cr ee 1 -学 % 一 
nx) = Te 4 一 一 一 几 Ted = i 
对 于 P(a < 上 二 <0) 可 由 公式 


Pa e by sR Ry =6( 4) -更 (和 = 色 ) 


例 6-25 随机 变量 E~N(0,1), 求 P(1<é<2),P( |é| <2),P(E>2). 
解 P(1 <é<2) =P(l1 <é<2) =®(2) -G(1) =0.9772 -0. 8413 =0. 1359. 
P( | 上 | <2) =P( -2<é<2) =G(2) -@G( -2) =26(2) -1 
=2 x0. 9772 -1 =0. 9544. 

P(E>2) =1-G6(2) =1 -0.9772 =0. 0228. | 

例 6-26 设 随 机 变量 上 服从 正 态 分 布 N(n,o?) , 求 落 在 (J -ko ,p+ko) 内 的 概率 . 
其 中 =1,2,3. 

解 plu-ho <é<pt+ho) =® (E+ 4] -6[ 亿 = 人 


=B(k) -DB( -hk)=20(k) -1. 

当 k=1 时 ,P(jw. -oo <é<p+o) =2G6(1) -1=68.26%. 

当 k=2 时 ,Pl -2 <E <hu+20) =2G6(2) -1 =95.44%. 

当 k=3 时 ,P(j. -30 <é <u+30) =2G(3) -1 =99.74%. 

由 此 可 见 ,服从 正 态 分 布 的 随机 变量 的 值 基 本 落 在 (jw -3o,u+30o) 区 间 内 ,é 落 在 (j 
-3c 必 +3c) 之 外 的 概率 小 于 0. 003 ,通常 认为 这 一 概率 是 很 小 的 ,因此 我 们 常 把 (j. -30 ,x 
+30) 看 做 随机 变量 的 实际 可 能 取 值 区 间 . 这 一 原理 叫做 “三 倍 标准 差 ” 原 理 ,也 称 3o 规 

则 . 


6.5 ”二 维 随机 变量 及 其 分 布 函数 
设 2 为 某 实验 的 样本 空间 ,和 刀 是 定义 在 2 上 的 两 个 随机 变量 , 则 称 有 序 随机 变量 


对 (&,”) 为 二 维 随机 变量 . 比如 ,研究 某 地 区 人 口 的 健康 状况 可 能 取 身 高 和 体重 两 个 参数 
作为 随机 变量 . 

一 、 联 合 分 布 函数 

定义 6-14 设 (#,7) 为 二 维 随机 变量 ,对 任意 实数 *,y, 称 二 元 函数 FUx,y) =Plé=< 
x, 志 三 | 为 (8,7) 的 分 布 函数 或 称 为 上 与 了 的 联合 分 布 函数 . 几何 上 ,F(x,y) 表 示 (&,m) 落 
在 平面 直角 坐标 系 中 以 (x,y) 为 顶点 左下 方 的 无 穷 矩形 内 的 概率 ( 见 图 6 - 12). 

联合 分 布 函数 具有 如 下 性 质 . 

(1) 单 调 递增 :F(x,7y) 分 别 对 x 或 y 是 单调 不 减 的 . 

(2) 有 界 性 :对 任意 的 x 和 y, 有 0<F(x,y) <1, 且 

F( = 2 = lim F(x,Y) =0， 
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F(x,—%) 人 F(x,y) =0， 
F(+om ,+o) = lim, F(x,y) =1. 
(3) 右 连续 性 对 每 个 变量 都 是 右 连续 的 , 妈 
F(x+0,y) =F(x,y),F(x,y+0) = 下 (xy). 
(4) 概 率 的 四 边 形 法 则 (如 图 6 -13): 


P(x1 <é<%2 ,YI1 <nE7) =F(x2 ,y2 ) -F(x1,y2) -F(x ,71) + F(x ,1)- 


(xy) 





6-12 


任 一 二 维 联合 分 布 函数 F(x,y) 必 具有 以 上 四 条 基本 性 质 ;还 可 证 明 具 有 以 上 性 质 的 二 
元 函数 R(x,y) 一 定 是 某 个 二 维 随 机 变量 的 分 布 函数 . 


二 、 二 维 离散 型 随机 变量 
定义 6-15 如 果 二 维 随机 变量 (上 ,7) 只 取 有 限 个 或 可 数 个 数 对 (x;,y;) , 则 称 (&,m) 为 
二 维 离散 随机 变量 , 称 


py =P(€ =%;,n =7;) 时光 三 二 
为 (&,”m) 的 联合 分 布 律 . 通常 用 表格 表示 如 下 : 





联合 分 布 律 的 基本 性 质 : 
1) 非 负 性 py =0; 


2) 正 则 性 > Fn 证 

在 一 维 离散 型 随机 向 量 (&,) 中 ,wn 各 作为 一 维 随机 变量 也 有 它们 各 自 的 分 布 ,现在 
来 写 出 这 些 一 维 分 布 . 对于, 它 只 能 取 i,*y,…,%%，… 这 些 值 ,事件 | = 是 互 不 相 容 事 
一 件 组 | (&= 加 ,= 力 ) j=1,2,…| 的 和 事件 , 故 
176 


第 6 章 概率 论 初步 


P(é = x;) = 三 Pt = Xi,n = )) 


= 1,2,… 
ee 


这 里 p;. 表示 对 第 二 个 角 标 7 求 和 . 同 理 


Pl(n = %) = EPE = ,1 = 人力 ) 


党 
三 > = 了 .7 = ls 


jel 

这 里 p .表示 对 第 一 个 角 标 i 求 和 . 

上 两 式 分 别 表示 与 7 的 分 布 列 , 它 们 恰好 为 分 布 律 表 格 按 行 相 加 与 按 列 相 加 的 结果 ， 
把 它们 分 别 写 在 分 布 律 表 格 的 右边 和 下 边 , 称 为 边缘 分 布 . 

三 ,二 维 连续 型 随机 变量 

定义 6-16 如 果 存 在 二 元 非 负 函数 g(x,y) ,使 得 二 维 随机 变量 (上 ,7) 的 分 布 函数 
F(x,y) 可 表示 为 

F(x,y) = j= [pusv) dodu, 

则 称 (&,”m) 为 二 维 连续 随机 变量 , 称 p(w， es 7) 的 联合 密度 函数 . 

注 ”在 偏 导 数 存在 的 点 上 ,有 p(x,7) = 吉 7). 


联合 密度 函数 的 基本 性 质 : 
1) 非 负 性 gqg(w,v) =0; 


2) 正 则 性 次 三 (ea) = 1. 
设 (&,m) 是 连续 型 随机 变量 , 它 的 边缘 分 布 又 有 什么 特性 呢 ? 类似 于 离散 情形 , 设 (&， 
7) 的 密度 函数 为 p(x,y) ,分 布 函 数 为 F(x,y). 则 & 的 边缘 分 布 函数 


F(x) = P(E <%) = P(E <x,n <+%) = F(x,+%)= [fC oC) dudy 
号 Ds [[ pus) dvldu. 
a [[ (so)do]du， 


必 


we(z) = | p(x) go, 
则 
Fe(%) = [pz(u) du 
根据 连续 型 随机 变量 的 定义 ,由 上 式 可 见 ,é 是 连续 型 随机 变量 , 它 的 密度 函数 就 是 


ge(x). 同 理 是 连续 型 随机 变量 ,其 密度 函数 为 
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pn(7) = ] plu,y) du. 


ge(*) 与 9,(7) 称 为 (#,m) 的 边际 密度 . 
例 6-27 设 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 






0.2 
0.1 






0.15 
0.25 






0.05 
0.25 












求 & 和 的 边缘 分 布 律 . 
解 ” 对 表 中 每 行 求 和 ,得 到 的 边缘 分 布 
é 1 2 
P 0.4 0.6 
对 表 中 每 列 求 和 ,得 到 7 的 边缘 分 布 
7 -1 0 1 
P 0.3 0.4 0.3 
例 6-28 设 (X,Y) 的 联合 密度 函数 为 
1 ， 0 <x<1,1yl <x， 
p(x%,y) = 其 他 . 


| 
| 求 :(1)X 和 了 的 边缘 分 布 密度 ; 
| (2)PIX < 地 | 及 PIY> 了 | 
解 (1) 当 0<x<1l 时 ， 
wxr(z) = [p(x,9)dy = 三 odz+ [1dx + 三 oa = zx 


当 lyl <1 时 ， 
+% 1 
pr(7) = [pra = 1dr =1-171. 
所 以 
型 25， Ow<1, 9 1 -17yl， lyl <1, 
px(%) -| 其 他 . py(y) -|o 其 他 


2) PIX < 天 | = ez,y)dxdy = ra [2rdx 8 天 


同 理 ,PIY> 地 | = 总 


利用 事件 之 间 的 独立 性 概念 导出 随机 变量 之 间 的 独立 性 概念 . 设 X 与 Y 是 两 个 随机 
变量 ,如 果 对 于 任意 的 实数 x 和 yy, 事 件 {X<x} 和 iY<y} 均 相互 独立 , 即 P(X<x,Y<y) = 
P(X<x)P(Y<y) , 则 称 随 机 变量 X 和 了 相互 独立 . 


6.6 ”随机 变量 的 数字 特征 


分 布 函数 可 以 全 面 地 描述 一 个 随机 现象 ,但 在 实际 问题 中 ,有 的 随机 变量 的 概率 分 布 难 
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确定 ,有 的 不 可 能 知道 ,因此 要 引入 某 些 数字 特征 以 反映 随机 变量 的 主要 性 状 . 另 一 方面 ， 
某 些 随机 现象 的 随机 变量 服从 某 类 分 布 , 比 如 正 态 分 布 , 则 只 需要 知道 两 个 参数 信和 即 
可 ,根据 经 验 ,这 些 参数 可 由 某 些 数字 特征 确定 . 对 这 些 随机 现象 ,数字 特征 有 更 重要 的 意 
义 . 主要 的 数字 特征 有 描述 平均 水 平 的 数学 期 望 ( 即 均值 ) 和 描述 相对 于 均值 离散 程度 的 
方差 。 


一 \ 数 学 期 望 的 概念 


用 10 支 试管 各 取 lml 水 样 检查 大 肠 杆菌 数量 ,0 个 的 2 支 ,1 个 的 3 支 ,2 个 的 4 支 ,3 
个 的 1 支 , 则 平均 每 支 试 管 有 多 少 个 大 肠 杆 菌 ? 


列 出 简单 算式 


Ox2+1x3+2x4+3xl pA 3 4 1 
10 =0xj10+1xj0+2xj0+3xji0=14 


等 式 的 右 方 其 实 就 是 我 们 通常 讲 的 加 权 平 均 数 , 用 概率 的 观点 看 , 若 试管 中 大 肠 杆菌 的 
数量 是 一 个 随机 变量 ,再 把 权 视 为 概率 , 则 得 到 一 个 离散 随机 变量 的 分 布 列 : 


E 0 1 2 3 
P 2710 3710 4/10 1/10 


上 面 的 算式 可 以 看 做 是 对 x;P(& =x;) 的 求 和 ,把 这 个 算式 推广 到 一 般 的 离散 型 随机 变 
量 , 就 得 到 数学 期 望 的 概念 . 
定义 6-17 设 £ 是 一 个 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 P(E =%;) =p;, 如 果 级 数 2 xip; 


绝对 收敛 , 则 此 级 数 为 x 的 数学 期 望 (或 均值 ) , 记 作 E(é). 
E(é£) = wiP(é = %1) + 和 PE = x%2) + tw,P(E = %,) + = Zs 


对 于 连续 型 随机 变量 上, 如果 的 分 布 密度 为 p(x) ,由 定 积分 的 微 元 素 法 可 知 ,随机 变 
量 落 在 无 穷 小 量 区 间 (%,x + Ax) 内 的 概率 近似 的 等 于 wp(x*) Ax, 借 用 积分 理论 ,容易 将 数 
学 期 望 的 概念 推广 到 连续 情形 . 


定义 6 -18 设 连 续 型 随机 变量 的 分 布 密度 为 p(x) ,如 果 | “xp(x)dx 绝对 收敛 , 则 





称 
BE(6) = | xp(z)dx 

为 连续 型 随机 变量 的 数学 期 望 . 

二 、 数 学 期 望 的 性 质 

数学 期 望 有 以 下 性 质 . 

1) 若 C 为 常数 , 则 已 (C) =C. 

2) 若 C 为 常数 , 则 E( CE&) =CE(é). 

3)E(t£+7) =E(é) +E(n). 


此 性 质 可 以 推广 到 有 限 个 随机 变量 的 情形 : 
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E(é1 土 如 土 … 土 各) =E(é) +E(é,) + +E(é,). 
4) 若 随机 变量 上 和 7 互相 独立 , 则 
E(én) =E(é)E(n). 
此 性 质 可 以 推广 到 有 限 个 随机 变量 的 情形 : 
YS Th =E(é)E(é,):…E(é,). 


三 方差 的 概念 
甲乙 两 名 药 工 包 装 同一 散剂 , 称 量 每 次 所 包装 的 各 包 散 剂 的 重量 (g) 分 别 用 7Y 表 示 


48 49 50 51 52 
P(X=k) 0.1 0.1 0.6 0.1 0.1 





P(Y=E) 0.2 0:2 0.2 0.2 0.2 


问 甲乙 两 药 工 的 称 量 技术 熟 高 康 低 ? 

首先 看 两 人 称 量 的 平均 克 数 ,此 时 EE(X) =E(Y) =50, 从 均值 来 看 无 法 分 辩 训 优 熟 劣 . 然 
而 ,从 直观 感觉 上 来 说 , 甲 的 称 量 以 60% 的 概率 稳定 在 50 g, 而 乙 的 称 量 以 20% 的 概率 平均 分 
布 在 48 g ~52 g 之 间 . 乙 的 波动 性 强 , 稳 定性 较 差 , 故 从 直观 上 可 以 讲 甲 的 技术 比 乙 的 好 . 

上 例 说 明 : 对 一 随机 变量 , 除 考虑 它 的 平均 取 值 外 ,还 要 考虑 它 取 值 的 离散 程度 . 

称 &-Eé 为 随机 变量 & 对 于 均值 Fé 的 离 差 , 它 是 一 随机 变量 . 为 了 给 出 一 个 描述 离散 
程度 的 数值 ,考虑 用 E(& - 配 ) ,但 由 于 天 ( 才 - 瑟 ) =Eé -EEé =0 对 一 切 随机 变量 均 成 立 , 即 
é 的 离 差 正 负 相 消 ,因此 用 E(& - 栈 ) 是 不 恰当 的 . 我 们 改 用 E(é - 瑟 )? 描述 取 值 & 的 离散 
程度 ,这 就 是 方差 

定义 6-19 设 & 为 一 个 随机 变量 , 若 E[& -E(E)]? 存 在 , 则 称 它 为 8 的 方差 , 记 作 
D(é). 

车 为 离散 型 随机 变量 ,概率 分 布 为 


é Xl MX2 。 CE Nn 
PE = 和 ii) p(x1) p(x2) p(xn) 


方差 为 





DA = (ms EY p28): 
若 为 连续 型 随机 变量 ,方差 
D(é) = (x - BE)2p(z)dx， 


四 方差 的 性 质 


方差 有 以 下 性 质 . 

1) 若 C 为 常数 ,D(C) =0. 

2) 若 C 为 常数 , 则 D(&+C) =D(é). 

3) 若 C 为 常数 , 则 D(C&) = CD(&). 
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若 开 ,0 为 常数 , 则 D(Ké +6) = KD(é). 
4) 若 随机 变量 所 和 7? 相互 独立 , 则 
D(E+7) =D(é) +D(n). 
推广 到 有 限 个 随机 变量 & ,é,,…,é ,有 
D(é1 +é + +é,) =D(€1) +D(é,) +**+D(é,). 


5) 任 意 一 个 随机 变量 的 方差 等 于 这 个 随机 变量 平方 的 数学 期 望 与 其 数学 期 望 的 平方 
之 老 ， 


设 于 为 任 一 随机 变量 , 则 
D(E) =E(é) -[E(é)]’. 
证 D(é€) =E{[é-E(é)]} =Elé -2éE(é) +[E(é)]?| 
=E(é) -2E(é)E(é) +[E(é)]? 
=E(é) -[E(é)]. 


这 个 性 质 很 重要 , 它 不 仅 证 明了 一 般 情况 下 随机 变量 平方 的 数学 期 望 大 于 其 数学 期 户 
的 平方 , 即 





E(&) >[E(é)]’, 
而 且 给 出 了 方差 的 简化 计算 公式 ,在 今后 的 方差 计算 中 ,要 经 常用 到 它 . 
例 6-29 已 知 随机 变量 上 的 概率 分 布 为 


E | 0 
PE = 和) 





到 加 
5 


Sj 


求 E(E),D(E). 


1 1 1 | 
解 E(é€)= -lxs+0xF +1X3F +2X = 





ed a ey 
E(é)=( 1) xF+0 xF +1 x +2 x = 
| 

六 二 2 
E(é) = gs 


4 1 19 
Day = ) [aN = 


设 & 是 离散 型 随机 变量 ,概率 分 布 如 下 : 








随机 变量 函数 m =f(é&) 的 概率 分 布 如 下 : 


7 flx1) f(x) 让 f(x,) 
PLn=f(xi)] p(x1) p(x2) 








数学 期 望 


E(n) = Ef(é) = PD fxi)p(%;). 
若 上 是 连续 型 随机 变量 ,概率 密度 为 p(x) , 则 数学 期 望 
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E(n) = E/E) = | fx) p(s) dr. 


五 常用 分 布 的 数学 期 望 和 方差 


1. 两 点 分 布 
若 随 机 变量 服从 两 点 分 布 , 则 E(&) =p,D(E) =pg. 
证 根据 两 点 分 布 的 分 布 律 
二 0 1 
P(é=%;) 4 p 





其 中 0<p<1,p+g=1, 求 得 
E(é) =0 xgq+1 xp=p. 
E(&)=0xg+l1? xp=p. 
D(E) =E(é) -[E(é)]?=p-p? =pg. 


2. 二 项 分 布 

若 随 机 变量 &~B(n,p), 则 E(&) =np,D(é&) =npg. 

» Ee 。 Cm Mm nm 一 4 mm nm < n(n -1)! m-l _n-—m 
证 E(é) = 让 这 Gy 4 之" Cap "= 之 证 lg 


五 mp Celp"1g "DtmD = np (p+9q)"™ = np. 
m=1 
E(é)=E[é(é-1) +é] =ELé(£ -1)] +E(é) =ELé(é€-1)]+np. 
Elé(é Ey 了 三 ke 3 BU ss 


- (n= 1)(n=2)1 m-2 n-m 
二 > Em 和， 2 


m=2 





Mn lip Cdr gt te 
m=2 


m(m 一 1)P2 (p+g)"™? 


= n(n -1)p’. 
D(é£) =E(é2) -[E(é)] =n(n-1)p’ +np- (np)’ =npg. 
3. 泊 松 分 布 
若 随机 变量 上 ~ P(A) , 则 天 (上 ) = 入 ,D(E) = 从. 
S "A Na 
E(&) = 起 区 Ss A = Lm -1)+1] i A 
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= A 让 i Ti = A2 + 入. 


De) - = E(&) - [ECE)] ?=A +A-A =A. 
4. 均匀 分 布 


若 随机 变量 s~U[a,5] , 则 BCE) = 二 (8+a)A,D(E) =15(b -a)? 





证 EC = fd = 4rd = 二 +o， 
EC) = PA) = [ede = + ab +). 


2 
D(é#) =E(#) -[E(E)]: =$( tab th) - [Db+a)] =15(b-0)” 


5. 指数 分 布 
若 随 机 变量 ~E(A), 则 E(é&) = ,D(é) = 


证 EC = [ f(x)ds = | sodx 避风 


和 A 
E(é&) 一 三 ep(z)dx 到 | 
D(E) = 已 (如 ) Le 


6. 正 态 分 布 
随机 变量 E~N(j,o?), 则 E(E) =p,D(é) = 








+% 二 
证 E(x) = | es dw 
2TO - -™ 
邻 1 = 2 
o 1 + 
(w+ot)e idt 
Sl 
十 oo 2 12 
= e 2dt+ te 2dt 
i 
因为 


三 sd 三 V2, to?d = 0., 
所 以 
E(é) = 从 


医学 高 等 数学 




















1 +% 2 _(z-u)2 o oo? 十 op 
D(é) = (x -1) e” 2o2 dx t2e-2dt 
V2T70 ! V2T 
上 2 t 十 oo 2 +% 2 
Oo 二 Oo -号 o 本 
= - 一 一 id(e 7) = -— 人 2 + ed 
4 
2 十 oo 2 2 
Cr 与 C 2 
= eidt = 一 一 V2T = Or 
2 > V2T 
常见 分 布 的 数字 特征 总 结 如 下 : 











二 项 分 布 








泊 松 分 布 

















例 6-30 若 在 一 个 人 数 很 多 的 团体 中 普查 一 种 疾病 , 需 抽检 WN 个 人 的 血 . 可 以 用 两 
种 方法 进行 . 将 每 个 人 的 血 都 分 别 进行 化 验 , 这 需要 化 验 N 次 .@ 将 NN 个 人 分 成 个 人 


一 组 , 共 分 交 组 ,进行 分 组 化 验 ,把 天 个 人 的 血 混 合 起 来 进行 化 验 . 如 果 混 合 血液 呈 阴 性 反 


应 ,说 明 这 天 个 人 的 血液 呈 阴 性 反应 ,这样 玉 个 人 只 化 验 一 次 即 可 . 如 果 混 合 血液 呈 阳 性 
反应 ,再 对 KK 个 人 的 血液 分 别 化 验 ,这 样 一 来 ,K 个 人 最 多 化 验 K+1 次 . 假定 对 所 有 人 来 说 
试验 呈 阳 性 的 概率 为 p, 且 这 些 人 的 反应 是 相互 独立 的 . 试 说 明 按 第 二 种 方法 可 以 减少 化 
验 次 数 ,并 说 明天 取 什么 值 最 适当 . 

解 ”由 假设 ,每 个 人 的 血液 是 阴性 反应 的 概率 为 9=1 -p, 因 而 KK 个 人 混合 血液 呈 阴 性 
反应 的 概率 为 % ,K 个 人 混合 的 血 呈 阳性 反应 的 概率 为 1 -gq*. 

以 KX 个 人 为 一 组 时 ,组 内 每 个 人 化 验 次 数 为 &, 则 为 一 个 随机 变量 . 概率 分 布 为 

P(E=1) =q*, P(é=K+1)=1-gq(g=1 -7), 
M(E) =1 xaqt + (K+1)(1-g*)=K+1 一 Ko 
NN 个 人 平均 验 睾 次数 
L(K) = 文 (K+1 | + 志 -4). 


选择 适当 的 天 使 二 (天 ) 达到 最 小 值 ,从 而 使 平均 验 血 次 数 最 少 ,下 表 列 出 对 不 同 的 p 
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值 ,使 L(K) 最 小 的 K 值 . 









































上 述 方法 减少 验 血 次 数 是 原 验 血 次 数 N 次 的 只 一 去] x100%. 如 P=0.1% ,=4, 则 


0.94 -一 =0.40 =40% , 即 减少 工作 量 40%. 


a 
4 


定义 6 -20 设 随机 变量 X 的 期 刻 为 8(X) ,方差 为 D(X) , 则 -名 (多 , 称 为 X 的 变异 系 





数 , 记 作 CV(X) = 名 (入, 其 中 VDCTD 称 为 X 的 标准 差 


变异 系数 又 称 “ 标 准 差 率 ” ,是 衡量 资料 中 各 观测 值 变异 程度 的 另 一 个 统计 量 . 当 进 行 
两 个 或 多 个 资料 变异 程度 的 比较 时 ,如 果 度 量 单位 与 平均 数 相同 ,可 以 直接 利用 标准 差 来 比 
较 . 如 果 单 位 和 (或 ) 平 均 数 不 同 时 ,比较 其 变异 程度 就 不 能 采用 标准 差 ,而 需 采 用 标准 差 
与 平均 数 的 比值 (相对 值 ) 来 比较 . 变异 系数 可 以 消除 单位 和 (或 ) 平 均 数 不 同 对 两 个 或 多 
个 资料 变异 程度 比较 的 影响 . 

例 6-31 调查 某 地 健康 妇女 ,获得 红细胞 的 均 数 为 4. 178( x 1012/L) ,标准 差 为 
0. 291( x1012/L) ;血红 蛋白 的 均 数 为 117. 6( g/L) ,标准 差 为 10.2(g/L). 试问 该 地 健康 妇 
女 的 红细胞 数 和 血红 蛋白 这 两 种 血 像 指 标的 变异 是 否 可 以 认为 相同 ? 

解 ” 红 细胞 的 变异 系数 

CV(X) = DE -0.291 x100% =7%. 














E(X) -4.178 
血红 蛋白 的 变异 系数 
CV(Y) = 4 x100% =8.7%. 
所 以 血红 蛋白 的 变异 系数 大 . 
习 题 6 


1. 设 对 于 事件 4.B.C 有 P(4) =P(B) = P(C) =1/4,P(4B) =P(BC) =0,P(4C) = 
言 , 求 4\B、C 至 少 出 现 一 个 的 概率 ， 


2. 设 50 支 针剂 中 有 3 支 不 合格 品 , 今 从 中 任 取 4 支 , 求 其 中 有 不 合格 品 的 概率 . 
3. 一 批 产品 共有 10 个 正品 2 个 次 品 ,从 中 任 取 两 次 ,每 次 取 一 个 (有 放 回 ). 求 : 
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(1) 第 二 次 取出 的 是 次 品 的 概率 ; 

(2) 两 次 都 取 到 正品 的 概率 ; 

(3) 第 一 次 取 到 正品 ,第 二 次 取 到 次 品 的 概率 . 

4. 一 批 产品 共有 10 个 正品 2 个 次 品 ,从 中 任 取 两 次 ,每 次 取 一 个 (不 放 回 ). 求 : 

(1) 至 少 取 到 一 个 正品 的 概率 ; 

(2) 第 二 次 取 到 次 品 的 概率 ; 

(3) 恰 有 一 次 取 到 次 品 的 概率 . 

5. 甲乙 两 市 位 于 长 江 下 游 ,根据 一 百 多 年 的 记录 知道 ,一 年 中 雨天 的 比例 , 甲 为 20%， 
乙 为 18% ,两 市 同时 下 雨 的 天 数 占 12%. 求 : 

(1) 乙 市 下 雨 时 甲 市 也 下 雨 的 概率 ;(2) 甲 乙 两 市 至 少 一 市 下 雨 的 概率 . 

6. 为 了 提高 抗菌 素 生产 的 产量 和 质量 ,需要 对 生产 菌 种 进行 诱 变 处 理 , 然 后 从 一 大 批 
经 过 处 理 的 变异 菌株 中 抽取 一 小 部 分 来 培养 .测定 ,从 中 找 出 优良 的 菌株 . 如 果 某 菌 种 的 优 
良 变 异 率 为 0. 03 ,试问 从 一 大 批 经 诱 变 处 理 的 菌株 中 ,采取 多 少 只 来 培养 .测定 ,才能 以 
95% 的 把 握 从 中 至 少 可 以 选 到 一 只 优良 菌株 ? 

7. 在 某 城市 中 发 行 三 种 报纸 4.B、C, 经 调查 ,订阅 4 报 的 有 50% ,订阅 B 报 的 有 30%， 
订阅 C 报 的 有 20% ,同时 订阅 4 及 B 报 的 有 10% ,同时 订阅 4 及 C 报 的 有 8% ,同时 订阅 B 
及 C 报 的 有 5% ,同时 订阅 4、B、C 报 的 有 3% , 试 求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) 只 订阅 4 及 B 报 ;(2) 恰 好 订阅 两 种 报纸 . 

8. 用 小 白鼠 惊厥 法 进行 胰岛 素 的 检定 ,以 小 白鼠 出 现 死亡 或 惊厥 作为 阳性 反应 指标 . 
用 某 一 剂量 胰岛 素 能 使 小 白鼠 40 多 死亡 ,30 色 惊厥 但 不 死亡 . 求 该 剂量 使 小 白鼠 产生 阳性 
反应 的 概率 与 阴性 反应 的 概率 . 

9. 某 种 眼病 可 致 育 , 若 第 一 次 患 病 , 致 讶 率 为 0.2; 第 一 次 未 致 讶 第 二 次 患 病 致 育 的 概 
率 为 0. 15; 前 两 次 未 致 育 第 三 次 再 患 病 , 致 育 率 为 0. 8 , 试 求 : 

(1) 某 人 两 次 患 病 致 育 的 概率 ; 

(2) 某 人 三 次 患 病 致 言 的 概率 . 

10. 某 地 成 年 人 中 肥胖 者 占 10% ,中 等 者 占 82% ,瘦小 者 占 8% ,又 肥胖 者 、 中 等 者 、 瘦 
小 者 患 高 血压 的 概率 分 别 为 20% ,10% ,5%. 求 : 

(1) 该 地 成 年 人 患 高 血压 病 的 概率 ; 

(2) 若 知 某 人 患 高 血压 病 , 他 最 可 能 属于 哪 种 体型 ? 

11. 设 药房 的 某 种 药品 是 由 3 个 不 同 的 药 厂 生产 的 . 其 中 一 厂 ` 二 厂 .三 厂 生产 的 药品 
分 别 占 1/2,1/4,1/4, 且 3 个 厂 的 次 品 率 依次 为 2% ,2% ,4%. 

(1) 现 从 中 任 取 一 份 药品 , 问 取 得 次 品 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 已 知 取 得 的 药品 为 次 品 , 求 该 次 品 是 由 二 厂 生 产 的 概率 . 

12. 患 结核 病 的 人 胸 透 被 诊断 为 结核 病 的 概率 为 0.95 , 而 未 患 病 的 人 误诊 的 概率 为 
0. 002 ,又 知 某 城镇 居民 的 结核 病 患 病 率 为 0. 001 , 现 有 一 人 经 胸 透 被 诊断 为 结核 病 , 问 确实 
患 有 结核 病 的 概率 是 多 少 ? 

13. 有 朋友 远方 来 访 , 他 乘 火 车 .轮船 汽车 .飞机 的 概率 分 别 为 3/10 1/5、1/10、275 , 而 
乘 火 车 轮船 \ 汽 车、 飞机 迟到 的 概率 分 别 为 1/4、1/3、1/12、1/8. 求 : 

(1) 此 人 来 迟 的 概率 ; 
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(2) 若 已 知 来 迟 了 ,此 人 乘 火 车 来 的 概率 . 

14. 据 以 往 资料 表明 , 某 一 3 口 之 家 , 患 某 种 传染 病 的 概率 有 以 下 规律 . 设 4 = | 孩子 得 
病 | ,B = | 父亲 得 病 | ,C = | 母亲 得 病 | ,P(4) =0.6,P(CI4) =0.5,P(BI4C) =0.4. 求 母亲 
及 孩子 得 病 但 父亲 未 得 病 的 概率 . 

15. 张 女士 的 乳腺 瘤 被 怀疑 是 恶性 的 ,所 以 刚 做 了 一 次 病理 学 检查 ,过 几 天 就 会 出 结 
果 . 由 于 担心 自己 的 情绪 会 影响 周末 的 家 庭 聚 会 ,她 要 求 她 的 医生 按 如 下 方式 通知 她 检查 
结果 :医生 自己 扔 一 次 硬币 ,如 果 正 面向 上 ,有 好 消息 就 打 电话 ,否则 不 打 电 话 ; 如 果 反 面向 
上 , 则 无 论 消 息 好 坏 , 都 不 打 电 话 , 这 样 一 来 ,即便 医生 没有 给 她 打 电 话 , 也 不 一 定 只 有 坏 消 
奶 . 设 a=P( 张 女士 的 乳腺 瘤 是 恶性 的 ) ,8 = P( 张 女士 的 乳腺 瘤 是 恶性 的 1 医生 没有 给 她 
打 电话 ). 

(1) 比 较 a 和 8B 的 大 小 ;(2) 用 a 表示 BB, 并 证 明 (1) 的 结论 . 

16. 设 工 的 概率 分 布 为 


不 | 0 1 2 





求 :(1) 工 的 分 布 函数 ; 

(2)P{ 开 < 六 | P11l <X<| uP 1<X<3 

17. 据 报道 ,有 10% 的 人 对 某 药 有 肠胃 反应 .为 考察 某 厂 的 产品 质量 ,现任 选 5 人 服用 
此 药 . 试 求 :(1)k 个 人 有 反应 的 概率 (k=0,1,2,…,5);(2) 不 多 于 2 个 人 有 反应 的 概率 ; 
(3) 有 人 有 反应 的 概率 ， ， 

18. 从 学 校 乘 汽车 到 火车 站 的 途中 有 三 个 交通 岗 , 假 定 在 各 个 交通 岗 遇 到 红 绿 信号 灯 
的 事件 是 相互 独立 的 , 且 概 率 都 是 2/5. 设 X 表 示 途 中 遇 到 红 灯 的 次 数 , 求 X 的 分 布 律 .分 
布 函数 

19. 一 台 设备 由 三 大 部 件 构成 ,在 设备 运转 过 程 中 各 部 件 需要 调整 的 概率 分 别 为 0. 10， 
0. 20,0. 30, 假 设 各 部 件 的 状态 相互 独立 ,以 X 表示 同时 需要 调整 的 部 件数 , 试 求 X 的 概率 
分 布 ， 

20. 已 知 某 种 型 号 的 雷管 在 一 定 刺 激 下 发 火 率 为 /5, 今 独立 重复 地 作 和 刺激 试验 ,直到 

发 火 为 止 , 则 消耗 的 雷管 数 是 一 离散 型 随机 变量 , 求 的 概率 分 布 . 


heos x |%| 所 3 ， 
0， 其 他 

求 :(1) 系 数 4;(2)X 的 分 布 函数 ;(3)X 落 在 区 间 ( - 二, 才 ) 内 的 概率 . 
22. 设 随机 变量 X 的 分 布 函 数 为 


F(x) santan st -oo <XY<+oo) 
T 


21. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 f(x) -| 


求 :(1) 系 数 &; 
(2) 落 在 区 间 ( -1,1) 中 的 概率 ; 
(3) 随 机 变量 的 概率 密度 . 
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4x，0<x<1， 
0， 其 他 ， 
复 观 察 中 事件 |1X < 六 | 出 现 的 次 数 , 试 确定 常数 4, 并 求 概率 P{Y=2}. 

24. 在 某 公 共 汽 车 站 甲乙、 丙 三 人 分 别 独立 地 等 1 ,2,3 路 汽车 , 设 每 个 人 等 车 时 间 ( 单 
位 :min) 均 服从 [0,5] 上 的 均匀 分 布 , 求 三 人 中 至 少 有 两 个 人 等 车 时 间 不 超过 2 min 的 概 
率 


23. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 f(*) = | 以 了 表示 对 X 的 三 次 独立 重 


25. 某 地 区 18 岁 的 女 青年 的 血压 (收缩 压 ,单位 :kPa) 服 从 N(100,10?). 在 该 地 区 任 选 
一 18 岁 的 女 青年 ,测量 她 的 血压 外 ,(1) 求 P(X<95),P(90 <X<110);(2) 确 定 最 小 的 x%， 
使 P(X>x) <0.05. 

26. 一 个 盒子 中 有 三 只 乒乓 球 ,分 别 标 有 数字 1,2,2. 现 从 袋 中 任意 取 球 二 次 ,每 次 取 
一 只 (有 放 回 ) ,以 XY 分 别 表示 第 一 次 、 第 二 次 取得 球 上 标 有 的 数字 . 求 : 

(1)X 和 了 的 联合 概率 分 布 ; 

(2) 关 于 下 和 了 边缘 分 布 ; 

(3) 和 和 了 是 否 相互 独立 ? 为 什么 ? 

27. 一 袋 中 装 有 3 个 球 ,分 别 标 有 号 码 1. 2.3, 从 这 袋 中 任 取 一 球 , 不 放 回 袋 中 ,再 任 取 
一 球 . 用 X 了 分 别 表 示 第 一 次 第 二 次 取得 的 球 上 的 号 码 , 试 求 : 

(1) 随 机 向 量 (X,7) 的 概率 分 布 ; 

(2) (X,Y) 关 于 针 和 关于 了 的 边缘 概率 分 布 ; 

(3) 和 和 了 是 否 相互 独 立 ? 为 什么 ? 

28. 一 口袋 中 装 有 四 只 球 , 分 别 标 有 数字 1,1,2,3. 现 从 袋 中 任 取 一 球 后 不 放 回 ,再 从 
袋 中 任 取 一 球 ,以 XY 分 别 表 示 第 一 次 、 第 二 次 取得 球 上 标 有 的 数字 . 求 : 

(1)X 和 了 的 联合 概率 分 布 及 关于 XX 和 关于 了 边缘 分 布 ; 

(2)X 与 了 是否 独立 ? 为 什么 ? 

29. 设 6 为 由 抛物 线 y=x? 和 y =x 所 围 成 区 域 ,(X,Y) 在 区 域 G 上 服从 均匀 分 布 . 

试 求 :(1)X 了 的 联合 概率 密度 及 边缘 概率 密度 ; 

(2) 判定 随 机 变量 蕊 与 了 是 否 相互 独立 . 

30. 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 

e 了 ，0<xX<7， 
flx,)) -| 
求 : 随 机 变量 XX 的 密度 函数 fx (x). 
31. 设 随 机 向 量 (X, 了 ) 的 概率 密度 为 
Pp 人 0O<x<1,0<y<x, 
0， 其 他 . 
试 求 :(1) 常 数 4;(2) 关 于 XY 的 边缘 概率 密度 . 
32. 设 随 机 变量 (X,Y 了 ) 具 有 概率 密度 
加 Ce-(*+7), w=0,y=0, 
flx,y) -lo 
求 :(1) 常 数 C;(2) 边 缘分 布 密度 . 
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33. 设 X 和 了 相互 独立 ,下 表 列 出 了 二 维 随 机 变量 (和 ,7) 联合 分 布 律 及 关于 式 和 关于 
Y 的 边缘 分 布 律 的 部 分 值 , 试 将 其 余数 值 填 人 表 中 的 空白 处 . 























34. 设 随 机 变量 


1] +X， -1<x<0 
| 0<x1, 
0 其 他 ， 


求 :(1) 常 数 4;(2)E(X);(3)D(X). 
35. 设 式 的 分 布 密度 为 


“二 0<x1, 
人 二 1 <we2, 





0, 其 他 . 
求 : 数 学 期 望 E(X) 和 方差 D(X). 
36. 已 知 随机 变量 XX 的 分 布 列 如 下 : 
x | 0 1 2 
Ps | 0.3 0.2 0.5 


试 求 :(1)E(X) .D(X) ;(2)E (X-1)”;(3) 耻 的 分 布 函 数 . 
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第 7 章 临床 决策 分 析 


临床 决策 分 析 是 指 由 医务 人 员 针 对 疾病 的 诊断 和 防治 过 程 中 风险 与 获 益 的 不 确定 性 ， 
在 充分 调查 已 有 证 据 , 特 别 是 最 新 最 佳 证 据 的 基础 上 ,结合 自己 临床 经 验 和 患者 的 实际 情 
况 , 分 析 比 较 两 个 或 两 个 以 上 可 能 的 备 选 方案 ,从 中 选择 最 优 者 进行 临床 实践 的 决策 过 程 


7.1 决策 树 模 型 


决策 树 一 般 都 是 自 上 而 下 生成 的 .每 个 决策 或 事件 ( 即 自然 状态 ) 都 可 能 引出 两 个 或 
多 个 事件 ,导致 不 同 的 结果 ,把 这 种 决策 分 支 画 成 图 形 很 像 一 棵 树 的 枝 干 , 故 称 决策 树 . 次 
策 树 就 是 将 决策 过 程 各 个 阶段 之 间 的 结构 绘制 成 一 张 箭 线 图 ,如 图 7 -1 所 示 .. 

决策 点 :一 般 用 方形 框 表 示 , 决 策 者 在 人 
这 里 对 各 行动 方案 进行 选择 . 

方案 枝 : 由 决策 点 引出 的 代表 行动 方案 
的 线段 

机 会 点 :方案 枝 示 端的 圆 ， 

状态 枝 : 由 机 会 点 引出 的 代表 可 能 发 生 
的 状态 的 线段 

后 果 点 :状态 枝 末 端的 三 角形 . 

使 用 决策 树 构建 临床 决策 问题 使 得 分 
析 者 能 够 关注 于 从 决策 者 的 角度 了 解 不 明 
确 的 事件 ,以 此 为 基础 再 进一步 将 概率 值 赋 
予 这 些 事件 ,决策 者 就 能 够 判断 出 采用 哪 种 
策略 更 加 可 能 导致 有 利 的 结果 . 

在 决策 树 中 ,随机 事件 是 用 从 小 圆圈 引 
出 的 线段 或 分 支 来 表示 的 ,而 小 圆圈 则 代表 
了 机 会 点 ,每 个 分 支 代表 一 个 可 能 的 事件 . 把 相应 事件 的 概率 加 到 各 个 对 应 分 支 的 标记 
旁 .由 加 法 原理 可 知 ,一 个 机 会 点 处 全 部 可 能 事件 的 概率 之 和 为 1 

例 7 -1 高 血压 和 肥胖 关系 问题 . 设 在 某 10 000 名 男性 的 人 群 中 高 血压 和 肥胖 的 分 


布 如 表 7 -1 所 示 . 
表 7-1 10 000 个 男性 高 血压 人 群 中 高 血压 和 肥胖 的 人 数 





图 7-1 





男性 人 群 高 血压 无 高 血压 合计 
肥胖 1 500 1 500 3 000 
不 肥胖 500 6 500 7 000 
合计 2 000 8 000 10 000 


根据 古典 概 型 ,可 以 算出 :P( 高 血压 ) =0.2,P( 肥 胖 ! 高 血压 ) =0.75,P( 肥 胖 ! 非 高 血 
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压 ) =0. 1875. 据 此 画 出 一 棵 树 ,在 每 条 细 枝 上 标明 客观 状态 的 内 容 和 出 现 概率 (如 图 7 -2). 
脑 卒中 











非 肥 胖 (0.25) 


肥胖 症 (0.1875) 


非 


非 肥胖 (0.8125) 
图 7-2 


图 7 -2 表示 的 并 非 一 个 决策 树 ,因为 它 没有 决策 点 , 称 这 种 图 形 为 概率 树 . 

机 会 点 4 处 的 概率 是 简单 明了 的 ,但 是 在 机 会 点 B, 其 概率 是 已 知 病人 患 有 高 血压 时 再 
有 肥胖 的 条 件 概率 . 通常 ,在 序列 任 一 阶段 某 一 事件 的 概率 应 当 是 该 事件 关于 此 序列 中 所 
有 其 先前 事件 的 条 件 概率 . 在 本 例 中 ,在 机 遇 点 4 上 侧 分 支 右 方 的 机 会 点 的 概率 必然 是 关 
于 病人 患 有 高 血压 的 条 件 概率 . 机 会 点 8 右面 的 机 会 点 C 则 代表 脑 卒 中 和 非 脑 卒 中 的 可 
能 性 ,机 会 点 B 右 侧 分 支 的 概率 应 该 是 关于 高 血压 和 肥胖 的 脑 座 中 的 条 件 概 率 . 以 这 种 方 
式 ,概率 树 记录 了 某 个 特定 不 确定 性 被 消除 点 处 的 全 部 已 知 信 息 ,并 且 所 有 的 概率 均 取 决 于 
全 部 先 验 信息 . 

在 此 例 中 ,病人 同时 具有 高 血压 和 肥胖 的 联合 概率 可 以 使 用 图 7 -2 中 的 概率 树 进行 计 
算 ,这 只 需要 将 沿 着 高 血压 和 肥胖 分 支 路 径 的 全 部 概率 简单 相 乘 即 可 , 即 p( 高 血压 且 肥 
胖 ) = 已 (高 血压 ) xP( 肥 胖 ! 高 血压 ) =0. 2 x0.75. 称 这 种 联合 概率 为 路 径 概率 . 

通过 以 上 的 分 析 ,我 们 可 以 结合 概率 来 重新 表述 决策 树 : 决 策 树 一 般 由 方块 节点 、 圆 形 
节点 方案 枝 、 概 率 枝 等 组 成 ,方块 节点 称 为 决策 节点 ,由 节点 引出 若干 条 细 支 ,每 条 细 支 代 
表 一 个 方案 , 称 为 方案 枝 ; 圆 形 节点 称 为 状态 节点 ,由 状态 节点 引出 若干 条 细 支 ,表示 不 同 的 
自然 状态 , 称 为 概率 枝 . 每 条 概率 枝 代表 一 种 自然 状态 . 在 概率 枝 的 最 末 稍 标明 该 方案 在 
该 自然 状态 下 所 达到 的 结果 (收益 值 或 损失 值 ). 这 样 树 形 图 由 左 向 右 ,由 简 到 繁 展开 ,组 成 
一 个 树 状 网 络 图 . 

下 面 我 们 以 一 个 临床 案例 完整 地 说 明 决 策 树 分 析 方 法 . 

例 7 -2 【临床 案例 ] 主 诉 : 近 一 年 来 负重 时 髋 关节 疼痛 ,进行 性 加 重 . 

现 病史 : 某 女 ,63 岁 , 家 庭 妇 女 , 近 8 个 月 心绞痛 持续 存在 ,体力 活动 受 限 . 近 一 年 来 负 
重 时 髋 关节 疼痛 ,进行 性 加 重 ,骨科 医师 检查 诊断 为 人 工 关节 股 部 松动 ,很 可 能 是 无 菌 性 炎 
症 所 致 . 

既往 史 : 有 10 年 心绞痛 历史 ,8 年 前 因原 发 性 骨 关 节 炎 进行 髋 关节 矫形 术 , 术 后 曾 发 生 
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肺 血栓 ,已 康复 ,矫形 手术 的 效果 比较 满意 . 8 个 月 前 曾 患 心肌 梗死 ,经 治疗 有 所 恢复 ,但 心 
绞 痛 持续 存在 . 
临床 方案 的 有 关 资 料 如 表 7 -2 所 示 . 
表 7 -2 临床 方案 的 有 关 文献 资料 
手术 治疗 (3 种 手术 方案 的 构成 ) 


治疗 方案 术 后 自由 行走 可 能 性 仍 靠 轮 椅 行 走 可 能 性 围 手术 期 死亡 可 能 性 
更 换 散 和 白 25% 80% 20% 5% 
































更 换 股骨 65% 60% 40% 10% 
更 换 髋 白 + 股 骨 10% 45% 55% 15% 
保守 治疗 :病情 未 变 可 能 性 20% ,加 重 并 依靠 轮椅 可 能 性 80%. 
决策 树 分 析 过 程 


第 一 步 ”明确 决策 问题 ,确定 备 选 方 案 . 
在 以 上 案例 中 ,我 们 的 问题 是 :对 这 个 具体 病人 ,手术 治疗 是 否 优 于 保守 治疗 ?有 两 个 
决策 备 选 方案 :手术 或 保守 治疗 . 
第 二 步 ” 列 出 所 有 可 能 的 直接 结局 和 最 终结 局 . 
本 例 中 两 种 备 选 方案 的 直接 结局 如 表 7 - 3. 
表 7 -3 两 种 备 选 方案 的 直接 结局 











加 重 


























围 手 术 期 死亡 
更 换 通 白 与 股骨 效果 差 
效果 好 








不 管 选用 何 种 备 选 方案 ,病人 的 最 终结 局 取决 于 一 系列 的 随机 事件 . 在 决策 树 上 随机 
事件 用 机 会 点 表示 . 机 会 点 是 决策 树 上 的 一 种 节点 ,用 来 表示 可 能 发 生 的 随机 事件 ,以 圆圈 
符号 表示 . 每 一 个 作为 结局 的 随机 事件 应 用 与 圆圈 连接 的 臂 表示 . 受 机 遇 控 制 的 事件 包括 
检验 结果 诊断 和 治疗 结局 等 . 不 管 机 会 点 有 多 少 个 结局 ,从 每 个 机 会 结 引出 的 结局 必须 是 
互相 择 斥 的 .明确 的 状态 ,在 各 种 状态 之 间 不 能 互相 包容 、 涵 盖 或 交 又 . 

决策 树 的 画 法 是 自 左 至 右 , 最 初 的 决策 点 在 左 端 ,从 左 至 右 机 会 结 的 顺序 应 该 依照 事件 
的 时 间 先 后 关系 而 定 ,最 终结 局 应 用 结局 点 ,一 般 用 小 三 角形 表示 , 放 在 决策 树 最 右 端 ,如 图 
了 二 人 
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效果 好 ,P=0.80(1 一 0.05)=76% yp 








P=0.25 效果 差 ,P=0.20(1 0.05)=19% 
更 换 艇 白 部 Al 











围 手术 期 死亡 ,P=0.05 Ao 








效果 好 ,P=0.60(1- 0.10)=54% 









效果 差 ,P=0.40(1- 0.10)=36% 从 055 











围 手术 期 死亡 ,2=0.10 


效果 好 ,P=0.45(1 一 0.15)=38.25% 






上 效果 差 ,P=0.55(1 一 0.15)=46.75% A 025 


围 手术 期 死亡 ,P=0.15 全 0 

















未 变 ,P=0.20 > 
SR 
非 手术 B 下 
加 重 ,Z=0.80 人 020 
图 7-3 


第 三 步 明确 各 种 结局 可 能 出 现 的 概率 . 

可 以 从 文献 中 类 似 的 病人 去 查找 相关 的 概率 ,也 可 以 从 临床 经 验 赁 直觉 进行 推测 . 在 
本 例 中 ,如 果 保 守 治 疗 , 则 可 能 迅速 治愈 ,也 可 能 迁延 ,假如 加 重 的 可 能 性 是 80% , 则 未 变 的 
可 能 性 是 20%. 

如 果 手 术 治 疗 ,3 种 手术 方案 只 能 选择 其 一 . 如 更 换 髋 白 的 概率 25% ,此 时 , 围 手术 期 
死亡 效果 差 和 效果 好 的 概率 分 别 为 5% .20% 和 80% , 则 该 组 中 效果 差 的 概率 = (1 -5%) 
x20% =19% ,效果 好 的 概率 =(1 -5%) x80% =76%. 同 理 ,可 求 其 他 各 结局 臂 的 概率 . 
将 这 些 概 率 标 记 在 图 7 -3 相应 的 位 置 上 . 

在 为 每 一 个 机 会 点 发 出 的 直接 结局 臂 标记 发 生 概率 时 ,必须 注意 各 概率 相 加 之 和 必须 
为 1. 如 果 对 某 一 个 事件 不 能 确定 其 概率 时 ,可 应 用 其 最 高 或 最 低 的 可 能 概率 ,并 注 明 概率 
变动 的 范围 

第 四 步 ” 对 最 终 临 床 结局 用 适宜 的 效用 值 赋值 . 

在 进行 决策 分 析 时 ,应 该 为 每 一 个 最 终结 局 确定 合理 的 效用 值 ,本 例 用 预期 生存 时 间 
(期 望 寿命 年 ) 表 示 结 局 ( 表 7 -4) ,将 这 些 效用 值 标记 在 图 7 -3 后 果 点 的 位 置 上 . 

表 7 -4 疾病 不 同 最 终结 局 的 效用 值 









最 终结 局 




















围 手术 期 死亡 0.00 
病情 加 重 0.20 
效果 差 D395 

未 变 0.40 














效果 好 


193 


医学 高 等 数学 


第 五 步 ” 计 算 每 一 种 备 选 方案 的 期 望 值 ,选择 期 望 值 最 高 的 备 选 方案 为 决策 方案 . 

计算 期 望 值 的 方法 是 从 树 根 开始 向 树叶 的 方向 进行 计算 ;将 每 一 个 机 会 结 所 有 的 不 同 状 
态 效 用 值 与 其 发 生 概 率 分 别 相 乘 ,其 总 和 为 该 机 会 结 的 期 望 效用 值 . 在 每 一 个 决策 臂 中 ,各 机 
会 结 的 期 望 效用 值 分 别 与 其 发 生 概率 相 乘 ,其 总 和 为 该 决策 方案 的 期 望 效用 值 ( 图 7 -3). 

图 7 -3 显示 手术 治疗 的 期 望 效用 值 是 0. 661 ,保守 治疗 的 期 望 效用 值 是 0. 240 ,根据 优 
选 最 大 效益 方案 的 决策 原则 ,本 例 最 佳 备 选 方案 为 手术 治疗 . 

第 六 步 应 用 敏感 性 试验 对 决策 分 析 的 结论 进行 测试 . 

决策 分 析 的 最 后 一 步 是 敏感 分 析 , 其 目的 是 测试 决策 分 析 结 论 的 真实 性 .尽管 每 个 机 
会 结 的 直接 结局 的 概率 以 及 结局 的 效用 值 可 能 是 较 好 的 估计 值 ,这 些 概率 值 及 效用 值 常常 
可 在 一 个 较 宽 的 范围 内 变动 . 敏感 分 析 要 回答 的 问题 是 : 当 概 率 及 结局 效用 值 在 一 个 合理 
的 范围 内 变动 时 ,决策 分 析 的 结论 会 改变 吗 ? 

表 7-5 围 手术 期 死亡 率 变化 对 决策 的 影响 


手术 死亡 率 ( %) 
更 换 散 白 部 更 换 股 骨 












































从 表 7 -5 可 以 看 出 ,即使 围 手 术 期 病死 率 较 高 ,手术 治疗 的 期 望 效 用 值 仍然 高 于 保守 
治疗 的 期 望 效 用 值 
表 7 -6 效用 值 变化 对 决策 的 影响 
































从 表 7 -6 可 以 看 出 ,病情 加 重 、 手 术 治 疗效 果 差 ,病情 未 改变 的 效用 值 均 在 较 大 范围 内 
变动 时 ,手术 治疗 的 期 望 效用 值 始终 高 于 保守 治疗 的 期 望 效用 值 . 
治疗 组 经 过 上 述 决 策 分 析 取 得 了 一 致意 见 ,患者 最 终 也 同意 了 手术 方案 ,接受 手术 治 
疗 ,半年 后 复查 ,通关 节 活 动 自 如 ,效果 良好 ,患者 非常 满意 . 
由 此 可 以 看 出 ,决策 树 法 的 决策 过 程 就 是 利用 了 概率 论 的 原理 ,以 树 作为 分 析 工 具 , 用 
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决策 点 代表 决策 问题 ,用 方案 分 枝 代表 可 供 选 择 的 方案 ,用 概率 分 枝 代表 方案 可 能 出 现 的 各 
种 结果 ,经 过 对 各 种 方案 在 各 种 结果 条 件 下 损益 值 的 计算 比较 ,为 决策 者 提供 决策 依据 . 

综 上 所 述 , 决 策 树 法 的 决策 程序 如 下 : 

(1) 绘 制 树 状 图 ,根据 已 知 条 件 排列 出 各 个 方案 和 每 一 方案 的 各 种 自然 状态 . 

(2) 将 各 状态 概率 及 损益 值 标 于 概率 校 上 . 

(3) 计 算 各 个 方案 期 望 值 并 将 其 标 于 该 方案 对 应 的 状态 节点 上 . 

(4) 进 行 剪 枝 , 比 较 各 个 方案 的 期 望 值 ,并 标 于 方案 枝 上 ,将 期 望 值 小 的 ( 即 劣 等 方案 前 
掉 ) 所 剩 的 最 后 方案 为 最 佳 方案 . 


7.2 诊断 试验 评价 模型 


临床 诊断 试验 是 指 临床 上 用 于 某 种 疾病 诊断 的 诊断 方法 . 随 着 科学 技术 的 进步 与 发 展 ， 
用 于 疾病 诊断 的 临床 诊断 试验 层出不穷 ,但 是 ,并 不 是 所 有 的 新 的 临床 诊断 试验 均 比 常规 方法 
或 旧 的 方法 好 . 新 的 临床 诊断 试验 的 性 能 如 何 , 必 须 用 合理 的 评价 方法 进行 评价 确定 . 

诊断 试验 分 定性 试验 和 定量 试验 . 定性 试验 的 结果 分 为 阳性 和 阴性 结果 ,定量 试验 的 
结果 为 一 系列 连续 的 计量 数据 ,这 些 数据 可 被 分 界 值 将 其 分 为 两 个 部 分 ,也 可 判断 为 阳性 和 
阴性 结果 . 一 般 情况 下 ,由 于 “正常 人 ”与 “病人 ”的 诊断 试验 的 结果 的 分 布 有 部 分 重 释 , 因 
此 ,诊断 试验 的 结果 和 上 患 某 病 的 情况 之 间 可 能 出 现 四 种 关系 :QD 真 阳性 (True positive,TP) 指 
经 试验 而 被 正确 分 类 的 患者 的 数目 ;@) 假 阳性 (False positive,FP) 指 经 试验 而 被 错误 分 类 的 
非 患者 的 数目 ;@ 真 阴性 (True negative ,TN) 指 经 试验 而 被 正确 分 类 的 非 患 者 的 数目 ;@ 假 
阴性 (False negative ,FN) 指 经 试验 而 被 错误 分 类 的 患者 的 数目 . 

虽然 诊断 试验 在 对 疾病 的 诊断 中 起 着 重要 的 作用 ,但 它 的 任务 仅仅 是 为 临床 医师 对 疾 
病 的 诊断 提供 证 据 . 无 论 诊断 试验 的 结果 如 何 , 它 都 不 等 于 诊断 ,而 只 是 提供 受 检查 者 患 某 
病 的 证 据 和 可 能 性 . 例如 ,病理 学 检查 结果 通常 作为 诊断 金 标 准 , 是 临床 医师 对 肿瘤 作出 诊 
断 的 最 好 证 据 . 有 时 虽然 某 项 诊断 试验 的 结果 为 阳性 ,但 不 一 定 就 被 诊断 为 患 某 病 . 

诊断 试验 的 数据 资料 通常 表示 如 下 ( 表 7 -7). 

表 7 -7 诊断 资料 2 x2 四 格 表 














Rs 金 标准 (D) 

Eo 病例 (D,) 对 照 (D_) 
阳性 (7 ) TP( 真 阳性 ) FP( 假 阳性 ) 
阴性 (7-_ ) FN( 假 阴性 ) TN( 真 阴性 ) 

答 评 - . TP+FN FP +TN 





我 们 通常 关心 这 样 的 问题 : 当 诊 断 结 果 显 示 为 阳性 时 实际 患 病 的 概率 是 多 大 ? 根据 条 
件 概 率 的 定义 ,这 个 问题 的 回答 要 用 到 贝 叶 斯 公式 : 
P(T,1D,)P(D,) 
POD IT,;) “~P(T,ID,)P(D,) +P(T,ID_ )P(D_) 
例 7-3 以 往 调 查 得 知 , 某 人 群 2 000 名 成 年 男子 中 有 1 人 患 有 冠 心病 . 采用 心电图 
( electrocardiogram , ECG ) 作为 诊断 工具 , 金 标准 确诊 的 冠 心病 病例 组 中 98% 为 ECG 阳性 ,未 
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患 该 病 的 对 照 组 中 1% 为 ECG 阳性 , 问 ECG 诊断 为 阳性 时 成 年 男子 实际 患 冠 心病 的 概率 是 
多 少 ? 
解 已 知 P(D, ) =1/2 000 =0. 000 P(tT.: ID, ) =98% =0.98 ， 
POT, ID_)=1% =0.01,P(D_)=1-P(D,)=1—-0.0005=0.9995. 
根据 贝 叶 斯 公式 有 
P(T,ID, )P(D,) 
PD (PD) Spt ID JP(D. y+ Blr, (IPtBy 
0.98 x0. 000 5 
0.98 x0.000 5 +0. 01 x0. 999 5 
但 在 临床 上 ,ECG 仅 用 于 怀疑 患 有 冠 心病 者 ,P(D,) =10% 时 ,得 到 P(D,17,)= 
91. 59%. 因此 ECG 用 于 人 和 群 效果 较 差 ,但 用 于 临床 诊断 价值 较 高 . 
理想 的 诊断 试验 应 有 较 好 的 可 靠 性 ,但 真实 性 与 可 靠 性 不 是 必定 相关 ,因此 ,在 评价 诊 
断 试验 时 需要 一 些 定量 指标 来 刻画 这 两 种 特性 . 


一 、 常 用 诊断 试验 评价 指标 


下 面 以 心肌 梗塞 的 ECG 诊断 试验 为 例 来 描述 常用 诊断 试验 评价 指标 . 
例 7-4 心肌 梗塞 的 ECG 诊断 试验 数据 如 表 7 -8 所 示 . 
表 7 -8 ECG 诊断 试验 的 结果 


心肌 梗塞 
ECG 诊断 结果 合计 





=0. 046 7. 



























出 现 不 出 现 
阳性 416( 7P) 9(FP) 425 
| 一 一 一 一 
阴性 104( FN) 171( TN) 275 


















180 








合计 520 


(1) 正 确 百分率 = 二 x100% ,SEimask = V(IP +TN) (FP + FN)/N:. 
本 例 的 正确 百分率 La x100% =0. 838 6 =83. 86% ， 





S 万 于 而 首 分 率 = W (416 +171) (9 +104)/7003 =0.0139 =1.39%. 
该 指标 的 局 限 性 : 作 依 赖 于 患 病 率 ;@ 没 有 揭示 假 阴 性 和 假 阳 性 错误 诊断 的 频率 ;@ 受 
诊断 冰 值 的 限制 . 
(2) 灵 人 敏 度 ( Sensitivity)Sen =P(T,1D,)=7TP/(TP + FN) =TPR. 
= VTPxFW(TP+FN)3= VSen(1 -Sen)/(TP+FN). 
本 例 TPR = Sen =416/520 =0. 8， 
标准 误 SE,。, = v0. 8(1 -0.8)/520 =0.017 5 =1.75%. 
该 指标 只 与 病例 组 有 关 , 反 映 了 诊断 试验 检 出 病例 的 能 力 . 
(3 ) 特异 度 ( i =P(T_1D_)=TN/(FP +TN). 
= VFP x TN/(FP +TN)? = VSpe(l - Spe)/(FP+TN). 
本 例 Spe = ja =0.95,SE,,. = V0.95(1 -0.95)/180 =0.016 2 =1. 62% 
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该 指标 只 与 对 照 组 有 关 , 反 映 了 诊断 试验 排除 非 病 例 的 能 力 . 
漏诊 率 8 =1 -Sen = FN/(TP + FN); 误诊 率 a=1 -Spe=FP/(FP+TN)， 
误诊 率 也 叫 假 阳性 率 (falsepositiverate , FPR ). 
本 例 漏诊 率 B6 =1 -Sen =1 -0.8 =0.2; 误诊 率 w=1-4Spe=1l-0.95 =0.05. 
图 7 -4 中 间 的 垂 线 与 横 轴 的 交点 称 为 诊断 界 点 (cut - off point) 或 诊断 阅 值 . 
这 两 个 指标 的 优点 :灵敏 度 与 特异 度 不 受 患 病 率 的 影响 ,其 取 值 范围 均 在 (0,1) 之 间 ， 
其 值 越 接 近 于 1 ,说 明 其 诊断 准确 性 越 好 . 
局 限 性 : 当 比 较 两 个 诊断 试验 时 ,单独 使 用 灵敏 度 或 特异 度 , 可 能 出 现 矛 盾 . 为 克服 这 
类 缺点 ,又 引入 将 两 指标 结合 的 一 系列 指标 . 
(4)Youden 指数 (Youden’”s index) ,J = Sen +Spe-1l=7TPR-FPR. 
SF = VTP x FN/(TP + FN)? +FP xTN/(FP+TN)’ 
= VSen(l1 -Sen)/(TP+FN) + Spe(l1 -Spe)/(FP+TN). 
本 例 J=0.8 -0.05 =0.75, 即 Youden 指数 为 0.75; 其 标准 误 为 
SP) = v0. 8(1 -0.8)/520 +0.95(1—0.95)/180 =0. 023 9. 


Youden 指数 的 取 值 范围 在 (0,1) 之 间 , 其 值 越 接 近 于 1 ,诊断 准确 性 越 好 . 
诊断 界 点 








/一 病例 组 
/ .7 
\ 
/ 灵敏 度 所 
7 0 \ 






1 
| 
| 
| 
| 
| 






漏诊 率 (O) | 误诊 率 (a) 


图 7-4 
(5) 阳性 似 然 比 (positive likelihood ratio) 
28, =7PR/FPR =.S007(1 ~ Spe). 
本 例 LR，,=0. 8/0.05 =16, 即 阳性 似 然 比 为 16. 
LR , 的 取 值 范围 为 (0, + % ) ,其 值 越 大 ,检测 方法 证 实 疾病 的 能 力 越 强 . 
(6) 阴 性 似 然 比 (negative likelihood ratio) 
LR_ =(1 -TPR)/(1 -FPR) =(1-Sen)/Spe. 
本 例 LR_ =(1 -0.8)/0.95 =0.210 5. 
LR _ 的 取 值 范围 为 (0, + % ) ,其 值 越 小 ,检测 方法 排除 疾病 的 能 力 越 好 . 
(7) 阳性 预报 值 (positive predictive value ) 
POT .aLD I PCD) 
PC 
SenPo (1 -Spe)(1 -Po) 
~ SenPo + (1 — Spe) (1 -Po) SenPu ) 











=1(1 十 


其 中 Po =P(D,). 
当 灵 敏 度 与 特异 度 为 常数 时 ,增加 患 病 率 将 增加 阳性 预报 值 
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本 例 Sen =0. 8 ,Spe =0. 95 ,假如 和 人群 患 病 率 Pu =0. 000 5 ,得 
0.95) (1 -0.000 5) 
0.8 x0.000 5 


如 果 患 病 率 扩大 为 P。=0. 2, 可 获得 PV, =0.941 2 =94. 12%. 
(8 ) 阴性 预报 值 (negative predictive value,PV _) 
PT ND YP(D) 
PT ID_ )P(D_ )+P(T ID, )P(D,) 
Spe(1 -Po) (1 — Sen)Po 
Spe(1 -Po)+(1-Sen)Po ( i 
当 灵 敏 度 与 特异 度 为 常数 时 ,增加 患 病 率 将 降低 阴性 预报 值 . 
将 Pu =0. 0005 ,Sen =0. 8,Spe =0. 95 ,代入 上 式 得 
(1 -0.8) x0.0005 
0.95 x (1 -0.000 5) 


如 果 Po =0.2,PY_ =0.95 =95% ,此 时 阴性 预报 价值 降低 不 明显 . 
样本 患 病 率 P = (7TP + FN)AN 等 于 总 体 人 群 患 病 率 Po = P(D, ) 时 ,有 
PV, =TP/(TP +FP),PV_ =TMWCV+TN). 

本 例 得 到 PV ,=416/425 =0.978 8;PV_ =171/275 =0. 621 8. 

PV, =7TP/(TP+FP) ,PV_ =TN/(FN+TN) 一 般 用 于 某 特定 人 群 ,如 本 例 限定 研究 对 
象 为 “进入 某 医 院 的 急性 持久 胸痛 病人 ”, 这 类 人 和 群 的 患 病情 况 往往 在 不 同 级 别 医 院 不 一 
样 , 因 此 适合 大 医院 或 教学 医院 的 诊断 标准 不 能 轻易 照搬 于 基层 小 医院 或 流行 病 学 现场 . 

PY+: 和 PY-_ 的 取 值 范围 在 (0,1) 之 间 ; 对 于 相同 的 患 病 率 ,其 值 越 接近 1 ,检测 方法 的 诊 
断 价值 越 高 . 

诊断 试验 的 评价 指标 中 ,稳定 的 指标 有 敏感 性 、 特 异性 、 阳 性 似 然 比 和 阴性 似 然 比 . 由 
于 它们 都 是 以 诊断 金 标 准确 诊 的 病人 来 测定 和 计算 的 ,所 以 ,除了 可 将 其 用 于 对 临床 医师 的 诊 
断 提供 量化 指标 外 ,还 可 将 敏感 性 特异 性 等 指标 用 于 对 诊断 试验 的 方法 学 研究 进行 评价 . 
因 阳 性 预测 值 和 阴性 预测 值 随 流行 率 而 变化 ,它们 在 指导 临床 医师 作 诊断 时 很 有 帮助 ,但 不 
能 作为 评价 诊断 试验 本 身价 值 的 指标 . 


二 、ROC 曲线 


受 试 者 工作 特征 曲线 (receiver operator 
characteristic curve，ROC 曲线 ) ,最 初 用 于 
评价 雷达 性 能 , 又 称 为 接收 者 操作 特性 曲 
线 . ROC 曲线 是 根据 一 系列 不 同 的 二 分 类 
方式 (分 界 值 或 决定 阔 ) ,以 真 阳性 率 (灵敏 
度 ) 为 纵 坐 标 , 假 阳 性 率 (1 一 特异 度 ) 为 横 
坐标 绘制 的 曲线 (如 图 7 -5). 

ROC 在 诊断 试验 评价 中 的 作用 : 

1)ROC 曲线 能 很 容易 地 查 出 任意 界限 
值 时 的 对 疾病 的 识别 能 力 ,ROC 曲线 图 上 





py, =1/(1 PD ) =0.007 9~1/126. 





Py EP(D IT YS 





PV =1/(1 汪 j=°. 999 9 =9 999/1 0000. 





TPR 
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的 每 一 点 代表 某 一 分 界 值 的 一 对 敏感 性 和 特异 性 ,ROC 曲线 包含 着 选择 任意 界限 值 时 的 敏 
感度 和 特异 性 . 它 能 反映 图 7 -5ROC 曲线 ? 不 同 界限 值 时 两 者 的 变化 . 

2) 选 择 最 佳 的 诊断 界限 值 。ROC 曲线 是 表示 灵敏 度 与 特异 度 之 间 互 相关 系 的 一 种 方 
法 ,所 得 的 曲线 可 以 决定 最 佳 分 界 值 . 一 般 多 选择 曲线 转弯 处 , 即 敏感 度 与 特异 度 均 为 较 高 
的 点 为 分 界 值 . 

3 ) 两 种 或 两 种 以 上 不 同 诊断 试验 对 疾病 识别 能 力 的 比较 . 根据 诊断 试验 的 ROC 曲线 ， 
可 以 比较 两 种 或 两 种 以 上 不 同 诊断 试验 对 诊断 同 种 疾病 的 可 靠 性 ,ROC 曲线 可 以 帮助 医师 
作出 最 佳 选择 . 

一 个 完美 的 试验 ( 病 与 非 病 两 个 分 布 没有 重合) 的 ROC 图 通过 左上 角 , 其 真 阳性 率 为 
1.0 或 100% , 即 所 有 病人 均 显 阳性 ; 假 阳 性 率 是 0 或 特异 性 为 100% , 即 正常 人 均 为 阴性 . 
如 两 个 分 布 一 致 ,不 能 鉴别 病 与 非 病 的 试验 的 ROC 图 是 45° 的 对 角 线 . 大 多 数 试验 的 ROC 
图 是 介 于 上 述 两 种 极端 之 间 . 

ROC 曲线 越 靠 近 左 上 角 ,试验 的 准确 性 就 越 高 . 最 靠近 左上 角 的 ROC 曲线 的 点 是 错误 
最 少 的 最 好 阀 值 ,其 假 阳 性 和 假 阴 性 的 总 数 最 少 . 

在 对 同一 种 疾病 的 两 种 或 两 种 以 上 诊断 方法 进行 比较 时 ,可 将 各 试验 的 ROC 曲线 绘制 
到 同一 坐标 中 ,以 直观 地 鉴别 优 劣 ,靠近 左上 角 的 ROC 曲线 所 代表 的 受 试 者 工作 最 准确 . 
亦 可 通过 分 别 计算 各 个 试验 的 ROC 曲线 下 的 面积 (AUC ) 进行 比较 , 哪 一 种 试验 的 AUC 最 
大 , 则 哪 一 种 试验 的 诊断 价值 最 佳 . 

应 用 ROC 曲线 图 的 优点 . ROC 曲线 的 基本 思路 源 于 统计 学 决策 理论 ,运用 ROC 曲线 图 
进行 评价 具有 许多 优点 : 

1 ) 该 方法 简单 、 直 观 , 通 过 图 示 可 观察 分 析 方 法 的 临床 准确 性 ,并 可 用 肉眼 作出 判断 ; 

2) ROC 曲线 将 灵敏 度 与 特异 性 以 图 示 方 法 结合 在 一 起 ,可 准确 反映 某 分 析 方 法 特异 性 
和 敏感 性 的 关系 ,是 试验 准确 性 的 综合 代表 ; 

3) 与 阳性 预测 值 不 同 的 是 ROC 曲线 评价 方法 与 群体 患 病 率 无 关 . 但 实际 工作 中 取 患 
者 与 非 患 者 的 数目 相等 最 好 ; 

4) ROC 曲线 不 固定 分 类 界 值 ,允许 中 间 状 态 存 在 ,利于 使 用 者 结合 专业 知识 ,权衡 漏诊 
与 误诊 的 影响 ,选择 一 更 佳 截断 点 作为 诊断 参考 值 ; 

5 ) 提供 不 同 试验 之 间 在 共同 标尺 下 的 直观 的 比较 ,ROC 曲线 越 凸 越 近 左上 角 表 明 其 诊 
断 价值 越 大 ,利于 不 同 指标 间 的 比较 . 曲线 下 面积 可 评价 诊断 准确 性 . 

应 用 ROC 曲线 图 的 缺点 : 

1) ROC 曲线 图 上 显示 的 不 是 真正 的 判断 值 , 实 际 的 分 界 值 通常 没有 在 图 上 表示 出 来 ; 

2) 研究 分 析 对 象 的 数目 也 没有 在 图 上 表示 出 来 ; 

3 ) 当 样 品 数 减少 ,图 形 呈 锯 状 和 崎 虹 不 平 , 即 使 样品 数目 大 ,也 可 能 是 崎 赋 不 平 ; 

4) 画图 和 计算 均 比 较 繁琐 . 

习 题 7 
1. 肾 血 管 疾 病 的 诠 断 检验 
针对 高 血压 病人 的 两 种 诊断 肾 血管 疾病 的 检验 为 静 胁 肾 孟 造影 (IVP) 和 肾 探测 图 


(RG). IVP 是 用 于 探测 肾 动 脉 阻塞 的 X 线 技术 ,RG 则 使 用 放射 性 核 素 来 确定 肾 血 管 疾病 . 
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当 IVP 用 于 已 知 有 高 血压 肾病 的 病人 时 ,结果 为 78% 异 常 (阳性 结果 ) ,而 RC 的 结果 则 为 
85% 阳性. 但 是 ,只 有 69% 的 这 类 病人 对 IVP 和 RG 的 结果 均 为 阳性 . 问 : 

(1) 对 于 高 血压 肾病 病人 ,IVP 和 RG 均 为 阳性 的 联合 概率 是 多 少 ? 

(2) 对 于 高 血压 肾病 病人 , 当 RG 结果 已 知 为 阳性 时 ,. IVP 检验 为 阳性 的 条 件 慨 率 是 多 
by 

(3) 已 对 于 高 血压 肾病 病人 , 当 IVP 结果 已 知 为 阳性 时 ,RG 检验 为 阳性 的 条 件 概率 是 
多 少 ? 

2. 肺 赛 虫 病 的 开放 性 肺 活 检 

肺 襄 虫 是 在 人 体 中 非常 军 见 的 原生 微生物 ,但 它 对 于 免疫 抑制 的 病人 是 明显 致命 的 , 包 
括 白 血 病 或 淋巴 瘤 的 放疗 和 化 疗 病人 . 可 是 ,在 可 疑 病人 中 , 肺 赛 虫 病 可 以 导致 严重 的 高 热 
肺炎 、 肺 积 水 和 血 氧 不 足 . 可 是 在 这 些 可 疑 病 人 中 这 些 症 状 可 以 有 很 多 病因 ,在 Referrall 肿 
瘤 医 院 中 ,这 种 症状 的 病人 只 有 175 是 由 肺 囊 虫 病 引 起 . 

假设 开放 性 肺 活 检 是 诊断 肺 赛 虫 病 唯一 有 效 的 方法 , 它 可 以 提供 准确 信息 . 活检 本 身 
有 死亡 风险 ,该 风险 为 4%. 

假设 如 果 不 加 治疗 , 则 90% 的 病例 将 死亡 . 即使 在 并 非 肺 赛 虫 病 的 严重 病人 中 ,6 个 月 
的 生存 率 也 只 有 65% ,尽管 近年 来 一 种 相当 安全 的 药物 已 被 用 于 治疗 该 症状 ,但 过 去 的 优 
先 治疗 方案 也 是 这 里 唯一 考虑 的 方案 是 药物 戊 烷 胀 . 如 果 对 肺 襄 虫 病人 使 用 戊 烷 胀 可 以 使 
得 6 个 月 生存 率 达 到 530% ,但 它 本 身 也 是 一 种 毒 人 如 果 对 非 肺 赛 虫 病人 使 用 ， 
会 将 6 个 月 生存 率 从 65% 降 到 63%. 

对 可 疑 肺 囊 虫 病 病人 绘制 决策 树 , 将 6 个 月 生存 期 作为 所 关心 的 结局 ,并 回答 以 下 问 
题 : 

(1) 当 未 进行 活检 时 ,是 否 要 对 此 症状 的 病人 使 用 成 烷 胀 ? 

(2) 是 否 应 对 病人 进行 开放 性 肺 活 检 , 或 者 不 做 活检 只 是 单纯 使 用 戊 烷 胀 ? 从 活检 获 
得 完全 信息 期 望 值 是 多 少 ? 净 期 望 收益 是 多 少 ? 

(3) 当 肺 活 检 的 死亡 率 达 到 什么 程度 时 ,将 使 得 你 不 再 关心 是 进行 活检 还 是 不 活检 直 
接 进 行 治疗 ? 

3.“ 活 动 ”MRI 观察 胸 主 动脉 的 准确 评价 研究 中 ,45 人 “有 病 ”,69 人 “无 病 ”. 阅 片 者 按 
5 分 类 尺度 判断 :1 =“ 肯 定 无 病 ”,2 =“ 可 能 无 病 ”,3 =“ 有 病 可 疑 ”",4 =“ 可 能 有 病 ”,5 =“ 肯 
定 有 病 ”, 结 果 如 下 表 . 计算 各 种 可 能 决策 界 值 的 SE 与 FPR ,并 绘制 ROC 曲线 . 

疾病 情况 1 2 3 二 5 

有 病 gt 3 5 23 
无 病 39 19 9 FF | 1 
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